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DESENVOLVIMENTO DO PENSAMENTO ALGÉBRICO DE ALUNOS DO 10.º ANO NO TEMA FUNÇÕES ATRAVÉS DA RESOLUÇÃO 
DE PROBLEMAS COM RECURSO ÀS TIC 
 
RESUMO 
 
Este estudo visa compreender como se desenvolve o pensamento algébrico de alunos do 10.º ano, no 
estudo do tema das Funções, através da resolução de problemas com recurso às TIC. Trata-se de um 
estudo interpretativo com um design de estudo de caso com alunos de desempenhos escolares 
diferentes — médio (Sílvia), bom (Rui) e fraco (Rute) — e que procura responder às questões: (1) Que 
aspectos do pensamento algébrico se desenvolvem nos alunos do 10.º ano no estudo das Funções? 
Qual o contributo da resolução de problemas e do uso das TIC nesse desenvolvimento? (2) Que 
perspectivas têm os alunos sobre a resolução de problemas e o uso das TIC no desenvolvimento do 
pensamento algébrico? Os estudos de caso reportam-se a três fases distintas que decorreram Antes, 
Durante e Após a intervenção pedagógica. Os dados foram recolhidos através de um questionário, um 
teste (Pré-teste e Pós-teste), registos escritos dos alunos, transcrições das aulas áudio gravadas, notas 
de campo e uma entrevista.  
A revisão de literatura deste estudo estrutura-se em cinco partes: (1) breve análise da evolução 
histórica da Álgebra; (2) a Álgebra no currículo escolar; (3) pensamento algébrico (caracterização deste 
pensamento e o uso de símbolos no seu desenvolvimento); (4) a resolução de problemas no ensino da 
Álgebra; e (5) contribuição das TIC no desenvolvimento do pensamento algébrico.  
Os três alunos evidenciam evoluir em relação aos aspectos do pensamento algébrico considerados — 
estabelecer relações, analisar relações e fazer extensão a novas situações. Desenvolveram a 
capacidade de manipular expressões com letras, embora em algumas situações não percebam 
totalmente o seu significado. Dos três alunos, Sílvia é a que desenvolve mais tais aspectos do 
pensamento algébrico. Antes da intervenção pedagógica trabalhava sobretudo com números e no final 
estabelece relações através da manipulação de expressões com letras. Rui, como já denotava essa 
capacidade, evolui na compreensão do sentido dos símbolos que usava, no reconhecimento da 
utilidade das relações que estabelece para aplicar a novas situações e na prova de resultados gerais. 
Rute ganhou sensibilidade para o uso de símbolos e para inferir conclusões gerais a partir de casos 
particulares.  
A capacidade de estabelecer, analisar e aplicar relações a novas situações desenvolveu-se nos três 
alunos embora de formas diferentes. Rui e Sílvia reconhecem a importância da generalização das 
relações que escrevem. Rute revela compreender essa importância mas nem sempre consegue 
estabelecer as relações pedidas. A resolução de problemas e as TIC contribuíram para o 
desenvolvimento de cada um ao desafiá-los a interpretar, pensar, abstrair, conjecturar/refutar 
resultados e processos e a aplicar o que aprendem a situações do seu quotidiano. A perspectiva 
dinâmica das TIC favoreceu o desenvolvimento da compreensão do conceito de variável ao permitir a 
simulação de contextos de variação.  
Palavras-Chave: Pensamento algébrico, resolução de problemas, TIC. 
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DEVELOPMENT OF ALGEBRAIC THINKING IN STUDENTS IN 10TH GRADE ABOUT THE SUBJECT FUNCTIONS BY SOLVING 
PROBLEMS USING ICT 
 
ABSTRACT  
 
This research aims to understand how algebraic thinking of the 10th grade students develops, 
concerning the study of Functions, by solving problems using ICT. This is an interpretative study 
following a design case study with students from different school performances − medium (Sílvia), good 
(Rui) and weak (Rute) − that tries to answer to the following questions: (1) What features of algebraic 
thinking are developed in the 10th grade students in the study of Functions? What is the contribution of 
problem solving and the use of ICT in this development? (2) What perspectives have students on 
problem solving and the use of ICT in development of algebraic thinking? The case studies relate to the 
three distinct phases which occured Before, During and After the educational intervention. Data were 
collected through a questionnaire, a test (pre-test and post-test), written records of students, transcripts 
of recorded audio lectures, field notes and interview.  
This research literature review consists of five parts: (1) brief analysis of algebra historical evolution; (2) 
algebra in the school curriculum; (3) algebraic thinking (characterization of this thinking and the use of 
symbols in its development); (4) problem solving in teaching algebra and (5) ICT contribution in the 
development of algebraic thinking. 
These three students show progress in relation to algebraic thinking aspects such as – establishing 
relations, analysing relations and extending to new situations. They have developed the skill to 
manipulate expressions with letters, although in some situations they do not fully understand its 
meaning. Among the three students, Sílvia is the one who is developing more these aspects of algebraic 
thinking. Before the educational intervention she worked mostly with numbers and at the end she is 
able to establish relations through the manipulation of expressions with letters. Since Rui had already 
acquired that skill, he develops in understanding the meaning of the symbols he used, in the 
recognition of the benefit of the relations that establishes to apply to new situations and in the proof of 
overall results. Rute gained ability to the use of symbols and to infer general conclusions from particular 
cases. The three students are now able to establish, analyse and apply relations to new situations, 
although in different ways. Rui and Sílvia recognize the importance of the generalization of the relations 
they write. Rute shows to understand that importance, nevertheless she can’t all the time establish the 
requested relations. 
Problem solving and ICT have contributed to the development of each one to challenge them to 
interpret, think, abstract, conjecture/refute results and processes and apply what they learn to their 
everyday situations. The dynamic perspective of ICT facilitated the development of understanding the 
concept of variable allowing the simulation of variation contexts. 
Keywords: Algebraic thinking, problem solving, ICT 
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CAPÍTULO 1  
 INTRODUÇÃO 
1.1.  Motivação para o estudo 
Os diferentes programas da disciplina de Matemática articulam entre si, nas mais 
variadas formas, a transição do estudo de temas a um nível concreto, próprio do currículo do 
ensino básico, para um estudo mais formal, próprio do currículo do ensino secundário. Procura-
se assim, gradualmente, efectuar uma “transição crítica entre a Aritmética e a Álgebra” (NCTM, 
p. 121, 1991). Nesta transição, a Álgebra fornece uma linguagem de comunicação entre as 
diferentes áreas matemáticas, desenvolve a capacidade de abstracção dos alunos para operar 
com conceitos matemáticos e para estabelecer generalizações e intuições que, muitas vezes, 
ultrapassam o contexto original (NCTM, 1991).  
A importância que a Álgebra tem nos programas de Matemática e a dificuldade que 
muitos alunos têm na transição do pensamento aritmético para o pensamento algébrico (Kieran, 
1992) despertaram a minha curiosidade para me debruçar sobre formas de desenvolver este 
pensamento em alunos do 10.º ano de escolaridade. A escolha deste tema resulta da minha 
experiência profissional dos últimos anos. O contacto directo com os alunos permitiu-me 
percepcionar os seus êxitos e as suas dificuldades, desafiando-me a questionar as minhas 
práticas lectivas no sentido de as alterar em prol da sua aprendizagem, tendo em conta as 
recomendações que emergem de estudos e de organismos no âmbito da educação matemática, 
como por exemplo o National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) (1991, 1994, 2007).  
Resultados de estudos internacionais, como os de PISA, vêm sublinhar algumas das 
dificuldades comuns a muitos alunos. Segundo relatórios destes estudos nos últimos anos, os 
alunos portugueses não adquirem as capacidades matemáticas previstas ao longo dos nove 
anos de escolaridade, o que significa que há uma discrepância entre o que o currículo prevê e o 
que efectivamente é implementado (Menezes, Santos, Gomes & Rodrigues, 2008). Assim, 
pareceu-me pertinente realizar um trabalho que contribuísse para o desenvolvimento de algumas 
dessas capacidades nos meus alunos. Por exemplo, Ponte (2003), considera que é “nas tarefas 
de ordem mais complexa, que exigem algum raciocínio, flexibilidade e espírito crítico” (p. 19) 
que os alunos portugueses continuam a apresentar resultados menos satisfatórios o que, 
segundo ele, reflecte a perspectiva estática das práticas lectivas que não se têm vindo a alterar 
significativamente e continuam a assentar na utilização de procedimentos rotineiros. A 
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conjugação de todos estes factores exige que eu renove as minhas práticas lectivas. Contribuir 
para o sucesso do ensino-aprendizagem da matemática, disciplina constantemente visada em 
estudos e relatórios, como de intervenção prioritária, com planos de recuperação definidos e 
implementados a nível nacional, é para mim, um desafio pessoal e profissional. 
Considero ainda a Matemática uma ciência capaz de me incitar constantemente a 
acompanhar os estudos que nela se vão fazendo, tendo um gosto particular pelos que se 
inserem no domínio da Álgebra, o que me permite actualizar os meus saberes e reformular as 
minhas concepções. Outro aspecto relevante na escolha deste tema, prende-se com a realidade 
dos alunos que entram no ensino secundário, que manifestam grandes dificuldades na transição 
do pensamento concreto para o abstracto, o que parece criar obstáculos ao desenvolvimento da 
capacidade de generalização, de resolução problemas e do uso de simbologia (Kieran, 1992). 
Também as práticas rotineiras e expositivas onde não predomina, nem a diversificação 
das tarefas, nem a contextualização das situações de aprendizagem que, segundo Ponte (2003), 
muitos professores continuam a usar na sala de aula, implica a ausência de desafio e de 
oportunidades para a discussão de ideias que promovam o desenvolvimento do pensamento dos 
alunos e que são essenciais na aprendizagem. Além disso, nas últimas reformulações dos 
programas nacionais do ensino básico, a Álgebra tem vindo a assumir um papel cada vez mais 
importante. Segundo Ponte (2005), a investigação realizada nesta área começa a dar ao 
desenvolvimento do pensamento algébrico um lugar de destaque no ensino-aprendizagem da 
Matemática. Reflexo deste destaque é a preocupação actual que o novo Programa de 
Matemática do Ensino Básico evidencia, ao definir objectivos para a aprendizagem da Álgebra e 
consequente desenvolvimento do pensamento algébrico desde o 1.º ciclo do ensino básico. 
Contudo, pela avaliação diagnóstica que costumo fazer aos meus alunos, que entram no ensino 
secundário, verifico que nem todos os alunos adquirem muitas das capacidades previstas e que 
precisam de prosseguir um plano de estudos com base nos conhecimentos e dificuldades que 
trazem do ciclo anterior. Esta realidade que experimento ano após ano, faz deste tema, quanto a 
mim, um tema pertinente que me leva a procurar estratégias de intervenção pedagógica 
adequadas ao nível dos alunos sob a minha responsabilidade.  
A Álgebra configura-se ainda um tema importante na formação dos alunos por ser, como 
refere o NCTM (1991), uma “linguagem utilizada para comunicar, na maior parte das áreas 
matemáticas” (p. 180), como também para interpretar e compreender fenómenos do 
quotidiano. Assim, torna-se pertinente desenvolver o pensamento algébrico dos alunos. O tema 
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das Funções, extremamente ligado aos domínios da Álgebra, é um dos temas que é abordado 
nos programas de todos os níveis escolares. O NCTM (1991) considera que o conceito de função 
é “uma ideia unificadora importante em Matemática” (p. 185), estando presente nos diferentes 
temas matemáticos e noutras áreas de conhecimento. Porém, importa considerar que o ensino 
de conceitos algébricos “não deve limitar-se a desenvolver a capacidade de usar as ferramentas 
do ofício: símbolos, regras lógicas e cálculos” (Ministério da Educação, 2001, p. 5) de uma 
forma acrítica e rotineira. Para envolver os alunos na construção dos aspectos que abrangem o 
pensamento algébrico − tais como, generalizar, estabelecer relações, resolver problemas, usar 
linguagem simbólica −, torna-se relevante o tipo de estratégias que se adopta na sala de aula, 
assim como a natureza das tarefas propostas, os materiais didácticos que se utilizam e a forma 
como o professor encara a actividade dos alunos (Ponte, 2005). 
Mais recentemente, o NCTM (2007) refere que a aprendizagem da Álgebra deve iniciar-
se nos primeiros anos de escolaridade e, embora reconheça que o seu estudo está muito ligado 
à manipulação de símbolos, afirma que a Álgebra é mais do que isso. Neste sentido, reforça a 
necessidade dos alunos compreenderem os conceitos algébricos e as estruturas que lhes 
permitem operar com os números, numa perspectiva de valorizar o seu uso na tradução de 
ideias matemáticas. Como defende Ponte (2006), estabelecer objectivos para a Álgebra passa 
por organizá-los em torno do desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos e a forma de 
melhorar esse desenvolvimento começa pela compreensão daquilo que Arcavi (1994) denomina 
por Sentido do Símbolo. Para Ponte (2005), a natureza das tarefas tem um papel 
preponderante. Este autor, considera que desenvolver o sentido do símbolo é um grande desafio 
e implica que os símbolos apareçam de forma natural, inseridos dentro de um contexto que 
transmita aos alunos o poder e vantagem do seu uso na formalização dos conceitos em 
Matemática.  
Como já referi, a passagem da Aritmética para a Álgebra não é uma transição fácil, nem 
para os alunos, que fazem a sua aprendizagem, nem para os professores, que os acompanham 
neste processo. Vale, Palhares, Cabrita e Borralho, (2006) consideram que este facto se deve 
sobretudo à introdução do conceito de variável, na maioria das vezes, de forma 
descontextualizada. Brocardo, Delgado, Mendes, Rocha e Serrazina (2006) defendem que esta 
transição deve surgir de situações aritméticas, onde um problema de Aritmética pode levar o 
aluno a aplicar respostas numéricas a outras situações e, deste modo, generalizar e justificar 
relações matemáticas. Nesta passagem da Aritmética para a Álgebra, o grau de abstracção 
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exigido aos alunos é superior e esta parece ser também uma das etapas mais problemáticas do 
ensino-aprendizagem da Matemática (Ponte, 2005). Com este intuito, a selecção e adequação 
de estratégias devem ter em conta a finalidade de desenvolver nos alunos a compreensão da 
linguagem algébrica através da resolução de problemas que incitem os alunos a experimentar 
diferentes caminhos e assim desenvolverem o seu pensamento algébrico. 
Muitos autores e resultados de estudos sustentam que a resolução de problemas pode 
ser determinante na colmatação de lacunas ao nível da aprendizagem do tema da Álgebra e do 
desenvolvimento dos aspectos do pensamento algébrico, tornando-se num meio para 
desenvolver capacidades que se desejam que os alunos adquiram a este nível. Serrazina, Vale, 
Fonseca e Pimentel (2002) defendem que resolver problemas é entendido como um modo de 
perceber o ensino-aprendizagem da Matemática. Assim, deve envolver activamente os alunos na 
formulação de conjecturas, na investigação e exploração de ideias, promovendo a discussão, o 
questionamento de resultados, os seus modos de pensar e dos outros, para que sejam capazes 
de validar resultados e construir argumentos válidos. Estes autores defendem que a resolução de 
problemas deve ser um processo matemático fundamental no ensino da Matemática em geral, 
incluindo a Álgebra. Os problemas podem ser um meio para introduzir conceitos matemáticos ou 
para os consolidar e desenvolver o raciocino e a capacidade de estabelecer relações entre 
diferentes temas da Matemática. A resolução de problemas pode ser também um modo de 
proporcionar aos alunos a possibilidade de realizar tarefas que envolvam aspectos fundamentais 
do pensamento algébrico como o particularizar, conjecturar, generalizar e, algumas vezes, 
expressar as relações encontradas simbolicamente. 
Dos diferentes tipos de tarefas que o professor de Matemática pode adoptar, a resolução 
de problemas aparece nas sugestões metodológicas do programa do 10.º ano (Ministério da 
Educação, 2001) como um método apropriado de dotar o aluno da capacidade de compreender 
a construção de conceitos matemáticos. Esta actividade desafia os alunos a pensar, a discutir 
processos e resultados. Valorizando estes aspectos conceptuais, em detrimento dos 
instrumentais, a tecnologia surge como um recurso que, para “além de ferramenta, é fonte de 
actividade, de investigação e de aprendizagem” (Ministério da Educação, 2001, p. 10). Isto 
significa que o uso da tecnologia liberta o aluno de cálculos fastidiosos, incentivando-o a 
explorar, estabelecer relações, conjecturar e validar as suas ideias. Destas sugestões, emerge 
um ambiente de aprendizagem que procura que o aluno seja um elemento interventivo nas 
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actividades da aula, para que possa descobrir, experimentar, reformular, generalizar e 
argumentar (NCTM, 2007). 
Outra faceta importante do ensino da matemática e em particular de conceitos relativos 
à Álgebra, e que exigem um progressivo desenvolvimento do pensamento algébrico, é a ajuda 
que a tecnologia pode dar neste processo. Cada vez mais se apela à exploração de conceitos 
contextualizados e por isso a articulação da resolução de problemas e dos conceitos 
matemáticos com a modelação, começa a ganhar expressão no contexto tecnológico em que 
vivemos. Contudo, este tipo de actividade ainda é pouco usual nas nossas salas de aula e 
continua a predominar apenas nas orientações dos documentos oficiais ou nas constatações dos 
investigadores na área da educação. Para Barreto, Camelo e Filho (2009), não integrar a 
tecnologia no currículo escolar leva a que alunos e professores lidem com um conjunto limitado 
de situações. Os diferentes tipos de gráficos tendencialmente são estudados de forma isolada 
valorizando-se sequencialmente o estudo de cada tipo de função, sem a possibilidade de 
estabelecer relações entre eles. Este facto condiciona a aquisição dos conceitos por parte dos 
alunos e, sem tecnologia, o professor tem menos possibilidade para identificar as dificuldades de 
compreensão dos alunos como, por exemplo, no estudo de conceitos ligados ao tema das 
Funções. Também Castro Filho (2001) considera que trabalhar as múltiplas representações com 
recurso a materiais tecnológicos proporciona ao aluno a possibilidade de compreender o 
conceito de função e a possibilidade do relacionar as diferentes representações, alargando a sua 
compreensão do conceito em estudo.  
Tendo em conta estes aspectos, concretizei uma intervenção pedagógica com alunos do 
10.º ano do Curso de Ciências e Tecnologias no estudo do tema das Funções, através da 
resolução de problemas com recurso às Tecnologias da Informação e Comunicação (TIC). Esta 
forma de abordar o tema visou proporcionar aos alunos experiências de aprendizagem que 
contribuíssem para o desenvolvimento do seu pensamento algébrico.  
 
1.2.  Objectivo e questões de investigação 
De acordo com as sugestões anteriormente referidas, que considero servirem para 
orientar a minha prática lectiva, ao proporcionar aos alunos um ambiente de aprendizagem com 
estas características concretizei uma estratégia com o objectivo de compreender como se 
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desenvolve o pensamento algébrico com recurso à resolução de problemas e às TIC no estudo 
do tema das Funções. Com este propósito, procuro responder às seguintes questões: 
 
(1) Que aspectos do pensamento algébrico se desenvolvem nos alunos do 10.º 
ano no estudo das Funções? Qual o contributo da resolução de problemas e 
do uso das TIC nesse desenvolvimento?  
(2) Que perspectivas têm os alunos sobre a resolução de problemas e o uso das 
TIC no desenvolvimento do pensamento algébrico? 
 
A importância do desenvolvimento do pensamento algébrico nos alunos dá sentido e 
orienta a forma como o professor prepara e organiza as suas aulas, procurando acompanhar a 
evolução e as mudanças que ocorrem no ensino e na escola. Este estudo pretende ainda ir ao 
encontro do que actualmente se recomenda quando os alunos aprendem Matemática, 
proporcionando-lhes experiências diferentes que lhes estimule o gosto pela actividade 
matemática, que os instigue a elaborar conjecturas, a fazer explorações e a aprender com os 
seus erros, revendo as suas ideias (NCTM, 1991). 
 
1.3.  Organização do estudo 
Este estudo está organizado em sete capítulos. Neste primeiro capítulo, começo por 
referir as razões que me moveram para realizar o estudo e apresento o problema, em torno do 
qual ele se desenvolve, e as respectivas questões, às quais procuro dar resposta. De seguida é 
feita uma pequena apresentação do estudo onde descrevo a forma como este está organizado. 
Posteriormente, no capítulo 2 começo por fazer uma breve abordagem à origem e evolução da 
Álgebra. Continuo com uma revisão de literatura, onde analiso e discuto perspectivas de vários 
autores sobre o pensamento algébrico e diferentes estudos que se realizaram sobre o tema. 
Debruço-me ainda sobre as questões da simbologia e dificuldades que emergem no estudo da 
Álgebra e termino este capítulo com o contributo da resolução de problemas e das TIC na 
aprendizagem dos alunos quando realizam actividades matemáticas. Depois, no capítulo 3, 
apresento as opções metodológicas que segui ao longo da investigação, abordando aspectos 
como a descrição do estudo, a caracterização do contexto e dos participantes, bem como a 
caracterização dos instrumentos utilizados na recolha de dados. Nos capítulos 4, 5 e 6, 
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apresento três estudos de caso, analisando com pormenor o percurso de três alunos com a 
finalidade de perceber a forma como cada um deles expressa o seu raciocínio e desenvolve os 
aspectos relativos ao pensamento algébrico. Finalmente, no capítulo 7, apresento as conclusões 
a que cheguei e faço a minha reflexão pessoal acerca de todo o trabalho desenvolvido ao longo 
da investigação, onde constam as limitações encontradas e algumas recomendações para 
estudos futuros.  
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CAPÍTULO 2 
 ENQUADRAMENTO TEÓRICO 
Neste capítulo, apresento um enquadramento teórico subdividido em cinco partes que 
considero importantes para o desenvolvimento do meu estudo. Na primeira parte faço uma 
breve análise da Evolução Histórica da Álgebra, na segunda parte uma análise do papel da 
Álgebra no Currículo Escolar e, na terceira parte reúno um conjunto de perspectivas e de 
estudos levados a cabo sobre o pensamento algébrico, o foco principal do meu estudo, dentro 
da qual começo por apresentar uma caracterização deste tipo de pensamento, de acordo com 
os autores que seleccionei e, de seguida, procuro enquadrar o uso de símbolos, bem como as 
dificuldades que daí podem advir e influenciar o desenvolvimento do pensamento algébrico. 
Seguidamente, na quarta parte, abordo a importância da resolução de problemas no ensino da 
Álgebra e finalmente, na última parte, procuro evidenciar a contribuição das TIC no 
desenvolvimento do pensamento algébrico.  
 
2.1.  Breve análise da evolução histórica da Álgebra 
A história da evolução da Álgebra ao longo dos tempos ajuda a entender algumas das 
ideias que, progressivamente, surgiram na Matemática e permite perceber que a compreensão 
dos conceitos algébricos nem sempre se tornou uma tarefa simples. O registo totalmente por 
palavras para “expressar o pensamento algébrico” (Fiorentini, Miorim & Miguel, 1993, p. 79) foi 
dando lugar a uma linguagem simbólica, que impulsionou o estudo das estruturas que se 
utilizavam nas operações algébricas até à actual formalização da Álgebra. Este longo caminho foi 
trilhado por muitos matemáticos, entre os quais se destacam al-Khwarizmi, Diofanto e Viète. O 
trabalho desenvolvido por estes três matemáticos está ligado, segundo Boyer (1996), Fiorentini 
et al. (1993) e Kieran (1992), às fases que marcaram a evolução da Álgebra: (1) fase retórica, 
caracterizada pelo uso de letras sem recorrer ao uso de símbolos nem de abreviações onde 
todos os passos relativos às operações sobre números e equações eram descritos em linguagem 
corrente; (2) fase sincopada, iniciada por Diofanto, que adopta o uso de letras para representar 
quantidades desconhecidas; e (3) fase simbólica, que corresponde à tradução de ideias 
algébricas através de símbolos sem recorrer ao uso de palavras. 
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Em termos históricos, a fase retórica integra “a Álgebra dos egípcios, dos babilónicos e 
dos gregos pré-diofantinos” (Fiorentini et al., 1993, p. 80). Por exemplo, os problemas egípcios, 
embora fossem do tipo aritmético, procuravam o equivalente às soluções de uma equação linear 
em que “a incógnita é chamada de ‘aha’” (Boyer, 1996, p. 11) e era resolvida pelo método de 
falsa posição. Este método pode ser encarado como um legítimo representante desta primeira 
fase da história da Álgebra, na qual, apesar da existência de símbolos para representar 
quantidades e operações, o raciocínio utilizado no processo da procura da solução do problema 
era totalmente expresso por palavras (Boyer, 1996; Estrada, 2000).  
A palavra Álgebra deriva da expressão árabe al-jabr, que significa restaurar ou repor, e 
“consiste em adicionar a ambos os membros de uma equação termos iguais aos que são 
afectados do sinal negativo” (Estrada, 2000, p. 415). Foi usada por al-Khwarizmi no seu tratado 
sobre a resolução de equações intitulada de “al-jabr w'al-muqabalah”, que procurava responder 
às situações do quotidiano, sobretudo no processo de partilhas de bens. A transposição de 
termos de um membro para o outro de uma equação era feita recorrendo a uma linguagem 
exclusivamente retórica sem qualquer simbolismo. Este processo traduzia a regra da resolução 
algébrica das equações, que depois era complementada por uma demonstração geométrica.  
Segundo Estrada (2000), algumas das propostas de resolução de equações 
apresentadas até então tinham por base métodos geométricos, surgindo mais tarde processos 
de resolução de problemas com base apenas em números. Boyer (1996) refere que esta nova 
fase se inicia com Diofanto, considerado por muitos como o precursor da Álgebra devido à sua 
inovação com as notações, o uso sistemático de abreviações para as potências, as relações e as 
operações e ao facto de ser o primeiro a usar símbolos na resolução dos problemas algébricos. 
Para Struik (1992), Diofanto ao ser o primeiro a usar de uma forma mais regular os símbolos 
algébricos e a abreviar algumas das expressões que utilizava, marcou o ponto de viragem entre 
a Álgebra retórica e a Álgebra sincopada. No entanto, o autor pondera que a Álgebra diofantina, 
apesar de usar alguns símbolos, continua a ser considerada fundamentalmente sincopada 
porque tudo o resto consistia em palavras e abreviações.  
A obra principal de Diofanto foi um tratado chamado "Arithmetica", sobre teoria dos 
números, publicado em 13 livros, dos quais sete desapareceram, e nela  predominou o uso de 
abreviaturas (Boyer, 1996). Esta obra não é uma exposição sobre as operações algébricas ou as 
Funções algébricas mas uma colecção de problemas, alguns dos quais resolvidos de modo 
bastante engenhoso, apesar de, na maioria das vezes, a solução ser particularizada. A maioria 
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destes problemas conduzia a equações indeterminadas, cujo tratamento revelava que Diofanto 
era conhecedor da Álgebra babilónica e da hindu. Boyer (1996) refere que Diofanto foi o pioneiro 
na solução de um determinado tipo de equações que mais tarde ficaram conhecidas por 
equações diofantinas. Esse tipo de equações, ao serem utilizadas por outros matemáticos na 
análise dos números inteiros, influenciou o desenvolvimento da teoria dos números. Em 
particular, Fermat enunciou o teorema com a sua designação ao procurar generalizar o 
problema “dividir um quadrado dado em dois outros quadrados” (Boyer, 1996, p. 125), que 
constava na Arithmetica de Diofanto. Porém, Boyer (1996) considera que a Álgebra de Diofanto 
resultava de “uma colecção de truques (…) [e que] durante o tempo dos árabes e o começo do 
período moderno, não tinha ido longe no processo de libertação do uso de tratar casos 
particulares” (p. 208). Assim, na perspectiva deste autor, a Álgebra não poderia progredir 
“enquanto a preocupação principal fosse a de encontrar a ‘cosa’ numa equação com 
coeficientes numéricos específicos” (p. 208). 
Com o decorrer dos anos, os matemáticos foram superando estas e outras dificuldades 
e, progressivamente, foram recorrendo a outras formas para substituir algumas palavras 
surgindo assim, entre outros, os sinais de +, − e =. Dá-se um grande passo em frente para se 
passar a substituir grande parte da escrita corrente por símbolos, o que dá origem à Álgebra 
simbólica. Estrada (2000) refere que, embora a simbologia usada por Diofanto proporcionasse 
“uma manipulação das relações algébricas muito mais fácil do que a permitida pela expressão 
retórica” (p. 337), só é consolidada na obra − denominada "Algebra Speciosa" − de Viète. Nesta 
obra, os símbolos alfabéticos têm um significado geral, designando números, segmentos de 
rectas, entes geométricos, etc. Com Viète passou-se a usar, de uma forma mais sistemática, as 
letras para representar números desconhecidos e os símbolos para representar as operações tal 
como as conhecemos na actualidade. Apesar da proximidade à notação de Diofanto, a distinção 
de termos dados/procurados mediante a utilização de consoantes/vogais permitiu a Viète 
desenvolver a notação algébrica e consequentemente generalizar a resolução de problemas. Ao 
resolver “problemas que envolviam a ‘cosa’ ou uma quantidade incógnita” (Boyer, 1996, p. 
209), Viète, em vez de “partir daquilo que se conhece para o que se quer demonstrar, partia da 
hipótese que a incógnita foi dada e deduzia uma conclusão que permitisse determinar essa 
incógnita” (idem). De acordo com as características deste raciocínio, Viète chamou-lhe a arte 
analítica. Este autor fez uma distinção entre a “logística especiosa” e “logística numerosa” 
porque, segundo ele, a Álgebra raciocina sobre “tipos” ou “espécies”. Para Katz (1993), com 
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esta obra parece claro que Viète não pretendia deixar nenhum problema sem solução. No 
entanto, precisava de uma simbologia que lhe facilitasse a resolução de todo o tipo de 
problemas. Assim, na obra intitulada "Isagoge” ou Introdução à Arte Analítica, apresentou uma 
das suas mais importantes contribuições para a Álgebra: uma nova forma de simbolismo. 
A Álgebra de Viète destacou-se também pela forma como sugeriu a resolução de 
equações cúbicas. Depois de as reduzir à forma 3 3x ax b+ =  ele introduziu uma nova 
quantidade desconhecida y relacionada com x  pela equação 2y xy a+ = , conseguindo 
transformar a equação cúbica em x numa equação quadrática em 2y , o que permitia encontrar 
a sua solução. Com a descoberta das soluções destas equações, obtidas por meio de cálculos 
algébricos, emerge uma confiança no uso das operações algébricas para a resolução de 
problemas originando o desenvolvimento de uma teoria elementar das equações. Paralelamente, 
Viète tentava perceber algumas das relações entre raízes e coeficientes de uma equação, 
embora não aceitasse coeficientes ou raízes negativos (Boyer, 1996). 
Algumas das relações elementares entre as raízes de uma equação e os seus 
coeficientes eram já conhecidas, mas a sua generalização implicava uma formalização das 
quantidades algébricas e das operações executadas, o que passava por não considerar apenas 
termos específicos relativos a algumas equações. Segundo Boyer (1996), este afastamento em 
relação à consideração de casos particulares só foi possível com o desenvolvimento dos 
símbolos e de abreviaturas que possibilitassem a representação das quantidades desconhecidas, 
como por exemplo, as incógnitas e potências de incógnitas e as operações e relações. A 
representar quantidades por letras não era algo completamente novo, já que, desde os tempos 
dos hindus e gregos, e mesmo de alguns algebristas do século XVI, se tinha aventado essa ideia. 
Porém, ainda não existia uma forma de fazer a distinção entre grandezas assumidas como 
conhecidas das quantidades que se pretendia encontrar. Ao introduzir uma simbologia que fazia 
essa distinção, Viète foi capaz de inovar com uma “convenção tão simples quanto fecunda” 
(Boyer, 1996, p. 208). Neste sentido, Viète, com a sua nova convenção assentou que uma vogal 
representaria “uma quantidade suposta desconhecida, ou indeterminada [e uma consoante 
representaria] uma grandeza ou números supostos conhecidos ou dados” (idem). Deste modo, 
torna-se o primeiro a distinguir o conceito de parâmetro, da ideia de uma quantidade 
desconhecida (incógnita). Com este estudo, Viète preparou o caminho para a diferenciação de 
três tipos de grandezas na Álgebra: números dados, parâmetros e variáveis. Contudo, esta 
 13 
diferenciação que ele fez não se estendia ainda à diferença entre grandezas variáveis e 
grandezas fixas. 
O reconhecimento das vogais como variáveis só surgiu mais tarde, quando estas foram 
aplicadas a representações gráficas de equações indeterminadas. Esta interpretação das vogais 
como variáveis foi uma natural consequência da notação literal de Viète (Boyer, 1996). De 
qualquer modo, Viète não foi o primeiro a representar quantidades por letras nem a usar os 
símbolos em equações. No entanto, foi ele quem concebeu a prática do uso de letras como 
coeficientes de termos numa equação, promovendo desta forma o abandono dos casos 
particulares que envolvessem coeficientes numéricos específicos. 
Os séculos XVI e XVII ficam assim marcados pelo interesse e recuperação dos 
problemas clássicos e pelo desenvolvimento da Álgebra, quer a nível da simplificação dos 
processos aritméticos quer a nível da simbologia. Este desenvolvimento fica, no entanto, a dever-
se à procura da “estrada real” para a Geometria usando técnicas algébricas que procuravam dar 
resposta aos problemas geométricos, numa tentativa de algebrizar a Geometria (Boyer, 1996). 
Na perspectiva de Struik (1992), esta associação da Geometria à Álgebra fez com que Viète se 
mantivesse fiel “ao princípio grego da homogeneidade, segundo o qual um produto de dois 
segmentos de recta era necessariamente concebido como uma área” (p. 151). Deste modo, 
pode afirmar-se que até ao século XVII, a Álgebra era essencialmente entendida como uma 
generalização da Aritmética passando no início do século XIX a ir além dos números e das 
quatro operações aritméticas. Finalmente, apenas na segunda metade do século XIX, a Álgebra 
passa a ter as estruturas algébricas abstractas como principal objecto do seu estudo.  
 
2.2.  A Álgebra no currículo escolar 
O currículo de Matemática em Portugal tem sofrido alterações ao longo do tempo. Uma 
forma de verificar essas alterações resulta da análise das orientações que surgem da 
reformulação de alguns documentos curriculares como, por exemplo, as Normas do NCTM 
(1991, 2007) e os programas escolares. Essa evolução advém da contribuição do Movimento da 
Matemática Moderna, do Movimento Back to Basics, das orientações da Agenda para a Acção e 
dos trabalhos de investigação no âmbito da educação matemática, que nos permitem 
perspectivar as razões que justificam o ensino da Matemática em geral e da Álgebra em 
particular, e as metas que tal ensino deve atingir (Ponte, Boavida, Graça & Abrantes, 1997).  
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Antes da década de 50, acreditava-se que a aprendizagem de Matemática consistia na 
transmissão de conhecimentos do professor para o aluno: o professor explicava, o aluno ouvia e 
de seguida fazia os exercícios que lhe eram propostos. Este tipo de ensino deixava transparecer 
que a estruturação do conhecimento matemático, a partir das estruturas algébricas entre outras, 
era apenas pertença da matemática escolar dos níveis superiores. Nos níveis mais baixos a 
aprendizagem resultava na reprodução do que o professor dizia e fazia. Apenas no final dos anos 
50 esta tendência começa a inverter-se devido a razões de ordem social e política, como 
também a razões resultantes de novos desenvolvimentos do saber matemático. A sociedade 
clamava à escola um tipo de educação que pudesse dar resposta às novas necessidades 
tecnológicas e neste contexto a Matemática tornava-se objecto do interesse social e político. 
Verificava-se um grande desfasamento entre os estudos e desenvolvimentos matemáticos 
efectuados e aquilo que se ensinava e aprendia na escola. Esta situação acaba por ter 
consequências importantes, pois através das reuniões e reflexões a que deu origem entre vários 
matemáticos surgiu o Movimento da Matemática Moderna (Ponte et al., 1997). 
Este movimento chega a Portugal nos anos 60 e passa por uma fase experimental sob a 
orientação de Sebastião e Silva. Apenas nos anos 70 é alargado a todos os níveis de ensino, 
implicando a elaboração de novos programas e manuais escolares. O Movimento da Matemática 
Moderna procurou usar conceitos e processos unificadores para reestruturar vários tópicos 
escolares, introduzir outros conceitos novos e eliminar alguns considerados já obsoletos. Tratou-
se de “trazer para o ensino em geral as estruturas matemáticas entretanto criadas [assim como] 
o interesse e o prazer experimentado pelos matemáticos no estudo da Matemática” (idem, p. 
49) proporcionando aos alunos essa vivência. Este ambiente fez com que se sentisse a 
necessidade de conhecer a forma como os alunos aprendem, evidenciando o papel activo que o 
aluno deveria ter no acto de aprendizagem. Os processos de ensino deslocaram-se das práticas 
rotineiras para a descoberta de generalizações e de princípios, realizadas pelos próprios alunos, 
procurando facilitar a transferência de aprendizagens particulares a novas situações. (Ponte et 
al., 1997). 
Porém, surgem as primeiras contestações dos resultados do Movimento da Matemática 
Moderna. Em meados da década de 70 os resultados dos testes de avaliação dos alunos, da sua 
candidatura à universidade, fizeram com que vários professores e pedagogos reclamassem que 
estes não tinham adquirido competências básicas, pelo que se devia voltar a insistir na 
realização de tarefas da rotina quotidiana, estabelecendo níveis de competências mínimas para 
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passagem de ano e obtenção de diplomas. Esta forte contestação deu origem ao aparecimento 
do Movimento Back to Basics, que pretendia fazer o ensino voltar a práticas antigas. Em 
Portugal, este movimento acabou por não ter grande expressão pois, embora se encontrassem 
em vários documentos curriculares referências à necessidade de reforçar o ensino das 
competências de cálculo, o tratamento de temas como Álgebra e análise poucas alterações 
sofreu (Ponte et al., 1997). 
A comunidade educativa questionou desde logo o movimento Back to Basics. Apesar de 
concordar com a necessidade dos alunos adquirirem essas competências básicas, era 
importante perceber em que consistiam e qual o seu papel no ensino e na aprendizagem. Em 
consequência disto, Ponte et al. (1997) referem que apareceu um novo movimento de reforma 
que coincide com a publicação da Agenda para a Acção e o relatório Mathematics Counts, 
coordenado por Cockroft. A primeira publicação foi um conjunto de recomendações, onde a 
resolução de problemas surgiu como sendo o foco da matemática escolar e a segunda 
publicação faz uma análise do ensino na Inglaterra e País de Gales. Posteriormente a publicação 
das Normas para o Currículo e Avaliação da Matemática Escolar (NCTM, 1991) veio a revelar-se 
um documento importante em todas estas alterações.   
Nas normas emanadas pelo NCTM em 1991, destaca-se a norma da Álgebra para os 
anos de escolaridade do 5.º ao 8.º. Esta norma já referia que o currículo de Matemática devia 
contemplar a exploração de conceitos e processos algébricos, de forma a levar os alunos, por 
um lado, a compreender o conceito de variável, expressão e equação e, por outro, a representar 
e explorar situações relativas a padrões numéricos através de tabelas, gráficos, regras e 
equações. Orientava ainda no sentido de se desenvolver competência para analisar tabelas e 
gráficos e desta análise identificar propriedades e estabelecer relações. Nesta norma pode ainda 
verificar-se que importa que o aluno seja capaz de resolver equações lineares, embora o possa 
fazer recorrendo ou não a métodos formais. Já na resolução de problemas, quer da matemática, 
quer do quotidiano, convinha que fossem aplicados métodos algébricos para resolver problemas. 
Com estas orientações, a incidência principal deste currículo estava na exploração de “conceitos 
algébricos de um modo informal, a fim de [se] adquirirem bases para um estudo subsequente 
da Álgebra formal” (p. 121, NCTM, 1991). Na transição para o ciclo seguinte, do 9º ao 12º anos 
de escolaridade, o NCTM considera que o currículo deve prolongar o estudo de conceitos e 
métodos algébricos, para que os alunos usem os conhecimentos que adquiriram de variáveis e 
façam uso destas na sua aplicação a expressões; usem as tabelas que aprenderam a construir, 
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como instrumento para interpretação de expressões e continuem a resolver equações com graus 
de dificuldade cada vez mais elevados. Esta norma amplia os seus propósitos, relativamente aos 
anos anteriores, e apela à valorização do poder do simbolismo e da abstracção matemática e ao 
desenvolvimento de capacidades técnicas, nomeadamente, no que se refere às transformações 
algébricas. Deste modo, a sua incidência principal passa a estar no nível de abstracção com que 
se opera com os conceitos e em seguida os aplica, num processo que favorece a generalização 
e intuição que, muitas vezes, ultrapassa o contexto original.  
Mais recentemente, com a actualização dos Princípios e Normas para a Matemática 
Escolar o NCTM aponta no sentido de todos os alunos aprenderem Álgebra dado que 
“actualmente, os métodos e as ideias algébricas fundamentam o trabalho matemático em 
muitas áreas” (p. 39, NCTM, 2007). A norma da Álgebra reúne assim um conjunto de ideias que 
compõem parte do currículo da matemática escolar e contribuem para o unificar. Assim, todos 
os programas de matemática que atravessam os vários ciclos de ensino devem habilitar os 
alunos para compreender padrões, relações e Funções; representar e analisar situações e 
estruturas com recurso a símbolos algébricos, usar modelos matemáticos que representam e 
dêem sentido a relações quantitativas e que proporcionem o estudo da variação em diversos 
contextos. Com esta actualização passa a existir uma linha transversal que abrange todos os 
anos de escolaridade, que depois é subdividida e dá orientações precisas de acordo com cada 
um dos níveis escolares em causa. No que diz respeito ao ensino secundário, as orientações de 
base mantêm-se, mas é dada ênfase ao aprofundamento de experiências anteriores apoiadas 
também por “ferramentas tecnológicas para representar e estudar o comportamento de 
Funções” (p. 353, NCTM, 2007). As sugestões emanadas deste organismo internacional 
procuram habilitar os alunos para formular conjecturas matemáticas, desenvolvendo e avaliando 
argumentos e provas reconhecendo “o raciocínio e a demonstração como aspectos 
fundamentais da matemática” (p. 404, NCTM, 2007).  
Com base nestas orientações, o programa de Matemática A do 10.º ano de escolaridade 
contempla como “temas transversais (….) as formas de organizar o pensamento e as actividades 
de resolução de problemas, as aplicações e a modelação matemática (…) e aspectos (…) da 
utilização da tecnologia” (p. 3, Ministério da Educação, 2001). No tema da Álgebra, no que diz 
respeito à resolução de problemas, é salientada a sua contribuição no desenvolvimento da 
capacidade de raciocinar, por parte dos alunos, e na capacidade de usar a Matemática em 
situações diversas. No estudo dos vários temas, e especificamente no da Álgebra, o programa 
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não deixa de referir a necessidade de solicitar frequentemente ao aluno a justificação dos seus 
processos de resolução bem como a confirmação das suas conjecturas, o que vai de encontro 
às orientações das normas para o ensino da matemática escolar (Ministério da Educação, 
2001). 
O peso atribuído à Álgebra, no programa de Matemática A do 10.º ano, pode ser 
considerado significativo pois, aproximadamente 35% das aulas previstas são destinadas ao 
estudo das Funções. Porém, como a conexão do tema da Álgebra com o tema da Geometria é 
também um dos pontos importantes a relevar neste programa, o seu peso assume proporções 
ainda maiores, e, como sugere o NCTM (2007), exige que a aprendizagem da matemática se 
realize com compreensão através de actividades onde o que importa é aprender fazendo e não 
aprender a ouvir como se faz. Atendendo ainda à evolução social e tecnológica dos tempos em 
que vivemos, na actualização das normas para o currículo da matemática escolar é anunciada 
uma visão para a educação matemática mais ambiciosa, pois aponta para um currículo sólido, 
onde a excelência exige a equidade. Exige-se a compreensão do que se sabe e do que se precisa 
de aprender e ainda um apoio para se aprender bem. (NCTM, 2007).  
 
2.3. Pensamento algébrico 
2.3.1. Caracterização do pensamento algébrico 
A Álgebra tem vindo a merecer a atenção da investigação na área da educação 
matemática, uma vez que é uma das suas linguagens de expressão. Ao mediar a transição do 
pensamento concreto para o abstracto, dá-se significado à Álgebra como linguagem formal e os 
alunos compreendem melhor a matemática escolar (Arcavi, 1994, 2005). Este autor salienta 
que deve ser dada prioridade ao desenvolvimento do pensamento algébrico, não ficando preso à 
escrita da linguagem formal. O pensamento algébrico associado à Álgebra surge como o motor 
da compreensão matemática, mas, como referem Lins e Gimenez (1997), “por incrível que 
pareça, não há consenso a respeito do que seja pensar algebricamente” (p. 89, 1997). 
Desenvolver este tipo de pensamento, implica, segundo Ponte (2005), por um lado, desenvolver 
a capacidade de trabalhar com o cálculo algébrico e as Funções, e, por outro, a capacidade de 
lidar com estruturas matemáticas, relações de ordem e de equivalência, utilizando-as em 
diferentes campos, quer da Matemática, quer de outras áreas disciplinares. Para Ponte (2006), 
quem não possuir uma “capacidade razoável de trabalhar com números e suas operações, e de 
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entender e usar a linguagem abstracta da Álgebra, fica ipso facto seriamente limitado nas suas 
opções escolares e profissionais e no seu exercício da cidadania democrática” (p. 5). 
Caraça (1984) defende que a educação algébrica abrange várias áreas e é usada como 
ferramenta de resolução de problemas, expressão e comunicação de ideias e formas de pensar 
ou argumentar, podendo-se encontrar na sua base as Funções e as variáveis. Vários autores, 
dentro do estudo da Álgebra, preocuparam-se em caracterizar o pensamento a ele inerente – o 
pensamento algébrico. No presente estudo, considero as perspectivas de autores como Kieran 
(1989,1992, 1996), Bednarz, Kieran e Lee (1996), Kaput (1999), Fiorentini, Miorim e Miguel 
(1993, 2005a) e Lins e Gimenez (1997).  
No desenvolvimento do pensamento algébrico, Kieran (1992) distingue duas 
perspectivas da Álgebra: a processual e a estrutural. Na Álgebra processual a ênfase é dada à 
substituição de variáveis por números e só posteriormente se realizam as operações aritméticas 
correspondentes, o que pressupõe um trabalho sobre números para produzir números. Na 
Álgebra estrutural, a ênfase é dada a um conjunto de operações realizadas com expressões 
algébricas e não com números. Segundo Kieran (1992), na resolução de problemas o aluno 
pode seguir uma estratégia de carácter processual ou uma estratégia de carácter estrutural. Esta 
autora defende o estabelecimento de conexões entre a Álgebra e a Aritmética ou, mais 
concretamente, entre as propriedades aritméticas e a linguagem algébrica. Estas conexões têm 
como objectivo o desenvolvimento no aluno da capacidade de seguir qualquer uma das 
perspectivas anteriormente referidas, de acordo com a tarefa que tem de realizar. Quando o 
aluno procura, em primeiro lugar, substituir as variáveis por números para depois realizar as 
operações aritméticas indicadas, enquadra-se numa perspectiva processual. Quando opera com 
as expressões sem particularizar valores, enquadra-se numa perspectiva estrutural.  
Para explicitar a diferença entre estas duas perspectivas, Kieran (1992) apresenta o 
exemplo do uso do sinal de igual em Álgebra. Numa perspectiva processual, o sinal de igual 
refere-se à realização de uma operação, enquanto numa perspectiva estrutural conduz a uma 
relação de equivalência. As duas formas de entender o sinal de igual – a processual e a 
estrutural – levam Kieran (1992) a fazer uma distinção entre o que entende por pensamento 
aritmético e pensamento algébrico. Para a autora, o pensamento aritmético está ligado ao 
cálculo, à realização de operações na procura de um resultado, enquanto o pensamento 
algébrico está ligado às estruturas e ao "uso de uma variedade de representações que permitem 
lidar com situações quantitativas de uma forma relacional" (p. 4). O aluno começa por uma 
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abordagem processual e, progressivamente, desenvolve a capacidade para fazer uma 
abordagem estrutural, quer dos números, quer das operações que com eles efectua, quer ainda 
das relações que estabelece entre os objectos matemáticos.  
Para Bednarz, Kieran e Lee (1996), o desenvolvimento da Álgebra resulta da abordagem 
segundo diferentes perspectivas, em que o trabalho com os conceitos algébricos é determinante 
para a sua compreensão por parte dos alunos. As quatros perspectivas que consideram 
centram-se na generalização, na resolução de problemas, na modelação e no estudo das 
Funções. Se a Álgebra é entendida como um produto da generalização das actividades, o seu 
objectivo principal é compreender a generalidade, expressando, por exemplo, as propriedades 
dos números ou transpondo e generalizando relações entre os números. Esta abordagem da 
Álgebra parte da intuição do aluno, alimentada por actividades aritméticas que conduzam a 
estruturas algébricas. 
Se a Álgebra é entendida como uma actividade de resolução de problemas, estes 
surgem como actividade fundamental em todos os currículos e a resolução de equações não fica 
apenas por um percurso histórico. Ao traduzir enunciados de problemas em equações, emerge a 
questão fundamental da transição da Aritmética para a Álgebra, tanto em termos de simbolismo 
como em termos de raciocínio.  
Uma abordagem com base na modelação assenta na concepção daquilo que o aluno 
precisa para descrever e interpretar fenómenos no mundo ao seu redor, construindo significados 
para diferentes representações (tabelas, gráficos, fórmulas) e transformando um tipo de 
representação noutra. Esta abordagem apresenta dois pontos em comum com a abordagem 
funcional da Álgebra: expressar relações entre quantidades e desenvolver a noção de variável. 
Quanto à abordagem como o estudo de Funções, intrinsecamente ligada ao uso de 
calculadoras e computadores, abrem-se novas possibilidades no estudo de relações. Os 
computadores podem ser utilizados, por exemplo, para testar se uma determinada função está 
na base da estrutura de um conjunto de dados numéricos e contribuir para a formação do 
conceito de variável. Porém, os alunos tendem, em muitas situações, a memorizar regras e 
procedimentos, cientes de que adquirem assim conhecimento matemático. Uma forma de 
contornar esta tendência, para Kieran (1989), é valorizar as actividades algébricas como 
ferramentas que nos permitem construir progressivamente os conceitos em detrimento de 
actividades meramente de carácter algébrico, centrada na manipulação de letras e privilegiando 
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o uso mecânico de regras e procedimentos. A autora caracteriza o tipo de actividades que 
propõe, do seguinte modo:  
 
(1) Actividade de geração, que envolve a formação de expressões e equações e 
que se subdivide em: (i) generalizações a partir de padrões geométricos e 
numéricos; (ii) representações de quantidades por meio de incógnitas em 
situações de resolução de problemas; e (iii) regras de relações numéricas. 
(2) Actividade de transformação, que envolve a simplificação, a substituição, a 
adição ou multiplicação de expressões polinomiais, e a escrita de 
expressões e equações equivalentes. 
(3) Actividade de nível meta/global, que se caracteriza pelo uso da Álgebra 
como uma ferramenta para a resolução de problemas com recurso, entre 
outros, à modelação, à generalização, à análise de relações, à justificação e 
à prova.  
 
Para esta autora, a Álgebra não é simplesmente um conjunto de procedimentos mas 
combina um conjunto de actividades de generalização e faculta uma multiplicidade de 
ferramentas que permite representar relações matemáticas, padrões e regras. A Álgebra não é 
apenas uma técnica, mas acima de tudo uma forma de pensar e raciocinar acerca de situações 
matemáticas. 
 
Quadro 1. Síntese dos aspectos do pensamento algébrico segundo Kieran (1989,1992, 1996) 
Aspectos do pensamento algébrico Actividade algébrica 
Capacidade de gerar relações Formar expressões e equações  
Generalizar a partir de padrões geométricos e 
numéricos 
Representar quantidades por meio de 
incógnitas, em situações de resolução de 
problemas 
Capacidade de transformar expressões Simplificar, substituir, adicionar e multiplicar 
expressões polinomiais 
Resolver equações, simplificar expressões, 
trabalhar com equivalência de expressões e 
equações  
Capacidade de analisar relações e fazer 
extensões a novas situações  
Resolver problemas com recurso à modelação, 
à generalização, à análise de relações, à 
justificação e à prova 
 
 21 
Os aspectos anteriormente referidos sobre a Álgebra e sobre o pensamento algébrico 
são corroborados por Kaput (1999), que realça a necessidade de não limitar a Álgebra a um 
simbolismo formal sobrevalorizado nas escolas ao longo dos tempos. Para este autor, a 
construção de relações e aplicações para a aquisição do conhecimento nem sempre é a 
essência do estudo da Álgebra. Muitas vezes, o ensino de conceitos algébricos surge associado à 
aprendizagem de regras para a manipulação de símbolos, à redução de termos semelhantes em 
expressões algébricas e resolução de equações, em detrimento da compreensão dos conceitos e 
do raciocínio matemático. A Álgebra reduz-se, assim, ao ensino de um conjunto de 
procedimentos que se apresentam muitas vezes isolados, sem aparente relação entre si e sem 
ligação ao mundo real. Kaput (1999) considera que as aplicações da Álgebra propostas aos 
alunos são artificiais o que os limita na articulação e reflexão daquilo que fazem, levando-os a 
memorizar processos e fórmulas que lhes permitam resolver os problemas apresentados. O 
autor advoga o recurso a outro tipo de representações algébricas, nomeadamente gráficos e 
tabelas, que podem ser encaradas como ferramentas mais eficazes na construção e evolução do 
pensamento algébrico. O importante é ser-se capaz de pensar algebricamente, em diferentes 
contextos, evitando práticas repetitivas e rotineiras. 
Foi com esta base de entendimento e com o fim de demonstrar como a Álgebra pode 
enriquecer mais a actividade matemática que Kaput (1999) apresenta cinco aspectos do 
pensamento algébrico estreitamente relacionados entre si: (1) generalização e formalização de 
padrões e restrições; (2) manipulação de formalismos guiada sintacticamente; (3) estudo de 
estruturas abstractas; (4) estudo de Funções, relações e da variação conjunta de duas variáveis; 
e (5) utilização de múltiplas linguagens na modelação matemática e no controlo de fenómenos. 
 Contudo, o autor não deixa de referir que os dois primeiros são a base de todos os 
outros; os dois seguintes são entendidos como tópicos e o último reflecte a Álgebra como uma 
teia de linguagens que atravessa todos os outros. Para este autor, o centro do pensamento 
algébrico está na generalização, que envolve a extensão do raciocínio para além de um caso ou 
casos particulares e leva à identificação do que é comum entre eles, ou de uma forma ainda 
mais complexa, eleva o raciocínio a um nível onde o foco são os padrões, procedimentos, 
estruturas e as relações que se estabelecem entre eles e através deles. 
A generalização e formalização de padrões surgem como característica intrínseca a 
muitas das actividades matemáticas. Assim, o autor sugere duas procedências de generalização 
e formalização, sendo uma delas o raciocínio baseado em situações próprias da matemática e, a 
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outra, o raciocínio baseado em situações fora da matemática, embora passíveis de serem 
tratadas por ela. Kaput (1999) considera então haver dois caminhos essenciais: um deles, a 
generalização em Aritmética, por exemplo através de padrões numéricos, começando-se dentro 
de um conjunto matemático (conjunto dos inteiros, suas propriedades e operações onde a 
compreensão das estruturas matemáticas tem um papel reduzido); o outro, o raciocínio 
quantitativo, baseado em situações matemáticas que possam ser medidas, como a área e o 
volume. Aparece também associado ao uso de grandezas abstractas, como o perceber quantas 
vezes o número dez é maior que o número dois, proporcionando bases diferentes para a 
generalização e formalização. Contudo, independentemente dos caminhos ou do objectivo, o 
importante é estabelecer alguns objectos simbólicos formais que representem o que foi 
generalizado e promovam futuras discussões sobre o assunto.  
Kaput (1999) defende que o raciocínio quantitativo proporciona mais oportunidades para 
construir o pensamento algébrico que o raciocínio aritmético, porque se desenrola num conjunto 
mais rico de experiências. Esta situação acontece, por exemplo, quando os alunos que têm um 
tipo de aulas mais tradicional, mesmo que tendo oportunidade de realizar tarefas onde lhes seja 
solicitada a generalização, fazem-na a partir de objectos e relações já existentes e daí obtêm as 
suas formalizações. Os alunos que façam o mesmo tipo de generalização, numa aula onde seja 
promovida a compreensão, fazem-na partindo das suas experiências e as suas formalizações 
surgem com base nelas. Actos de generalização e gradual formalização devem ser precedidos de 
experiências sem formalismos, pois estes não fazem parte dos conhecimentos inatos dos 
alunos. A generalização não começa nos primeiros anos de escola e não acaba uns anos mais 
tarde, mas é uma actividade contínua que pode ocorrer nos mais elevados níveis de estudo da 
matemática.  
A manipulação de formalismos guiada sintacticamente tem o seu foco nos símbolos e 
nas regras sintácticas para a manipulação destes, encarando-os como entidades objectivas. Uma 
das consequências desta manipulação é a alteração da forma sobre a qual se age. Contudo, o 
autor refere que é possível agir semanticamente nos formalismos onde as nossas acções são 
guiadas por aquilo em que acreditamos que os símbolos representam. Por exemplo, podemos 
resolver uma equação pensando no número que satisfaz a incógnita em causa, ou podemos 
resolver a mesma equação aplicando um conjunto de regras que nos levam à descoberta do 
valor desconhecido. No primeiro caso temos uma acção semanticamente guiada e no segundo 
caso, uma acção sintacticamente guiada. Quando os formalismos são inicialmente usados para 
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representar algo da experiência dos alunos, estabelece-se uma relação referencial que está 
melhor ancorada nos actos de generalização ocorridos a partir da semântica do domínio 
representado pelos formalismos. Grande parte das vezes, os alunos trabalham com os símbolos 
sem perceber o seu significado matemático, reproduzindo mecanicamente procedimentos sem 
terem tempo para reflectir sobre o que fazem, não sendo promovida a compreensão e a 
aprendizagem significativa dos alunos, limitando-lhes a possibilidade de construírem o seu 
próprio conhecimento. 
O estudo de estruturas abstractas, classificado por Kaput (1999) como um tópico 
matemático e não o núcleo da actividade algébrica, parece ter o propósito de enriquecer a 
compreensão de sistemas, dos quais a abstracção é feita, fornecer estruturas úteis que libertem 
de cálculos vinculativos e de fornecer a base para um maior nível de abstracção e formalização. 
Actos de generalização e abstracção dão origem a formalismos que apoiam cálculos sintácticos 
que podem ser testados por uma das suas estruturas e essas estruturas devem emergir das 
experiências dos alunos.  
No que diz respeito ao estudo de Funções, relações e de variação conjunta de duas 
variáveis, Kaput (1999) refere que durante grande parte do século XX a ideia de função foi usada 
como um princípio organizador para o currículo da matemática. A definição de função tem 
origem na causalidade, crescimento e na variação conjunta − quando uma quantidade muda em 
conjunto com a mudança de outra quantidade − encarando-se as Funções como resultado da 
generalização. Este autor considera que o estudo das Funções se encontra tradicionalmente 
associado à Álgebra, sendo estas usualmente traduzidas de forma simbólica, através de 
expressões algébricas. No entanto, Kaput (1999), num estudo que fez com alunos de 4.º ano, 
onde era proposta a análise do crescimento de uma planta, verificou que as Funções são 
passíveis de serem interpretadas sem recurso a números ou a fórmulas, o que leva a crer que é 
possível tomar contacto com elas sem recorrer a grandes formalismos.  
Quanto à utilização de múltiplas linguagens na modelação matemática e no controlo de 
fenómenos, Kaput (1999) refere que o uso de Funções e relações possibilita ao aluno visualizar 
e descrever fenómenos pensando sobre eles. O autor considera que ao proporcionar ao aluno a 
possibilidade de trabalhar com situações reais, pode estar a incrementar-se o seu gosto pelo 
estudo da Álgebra. O recurso ao computador possibilita a realização de operações virtuais, 
usando diferentes notações e associando cores a determinadas variáveis (por exemplo, associar 
cores a escalas de temperatura de acordo com os valores que estas podem assumir) abrindo 
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caminho para uma visualização da regularidade ou do padrão que se procura. Modelar uma 
situação implica pegar num fenómeno e tentar matematizá-lo. Este processo, com a ajuda do 
computador, torna-se aliciante e atractivo. O computador está preparado para estabelecer um 
conjunto de relações de forma rápida, aliado à possibilidade da simulação e comparação com o 
modelo algebricamente gerado. Permite ainda, através do modelo encontrado, aceder a um 
conjunto de informações mais vastas, generalizando os dados observados a outras situações. 
Desta forma, Kaput (1999) diz que o uso de tecnologias na aula de matemática acaba por se 
tornar numa ferramenta que permite perceber como se “pode assistir os alunos na 
compreensão de conceitos matemáticos” (p. 23), que resultem dos fenómenos estudados. 
Para Kaput (1999), estes cinco aspectos contribuem para o desenvolvimento do 
pensamento algébrico dos alunos porque promovem a compreensão, levando-os a generalizar a 
partir das suas ideias e experiências. O pensamento algébrico surge assim das generalizações 
estabelecidas, como resultado de conjecturas sobre dados e relações matemáticas e através de 
uma linguagem cada vez mais formal, usada na argumentação. O processo de generalização é 
pois muito marcante nas ideias de Kaput. Segundo ele, este processo pode ocorrer com base 
em situações aritméticas, geométricas, de modelação matemática ou em quaisquer outras 
situações matemáticas, surgindo como um prolongamento do raciocínio que vai para além de 
casos particulares. Este processo passa por identificar e explicitar aspectos comuns em todos os 
casos, de modo a que o raciocínio transponha a barreira dos casos particulares, para se centrar 
nos padrões, nos procedimentos, nas estruturas e nas relações entre eles.  
A manipulação de formalismos − manipulação de símbolos algébricos − sem 
preocupação daquilo que eles possam representar não implica, necessariamente, a perda da 
compreensão. É possivel trabalhar com símbolos aplicando regras e procedimentos  podendo 
fazê-lo de modo a não perder o sentido daquilo que a letra representa.  Relativamente ao 
aspecto estrutural do pensamento algébrico, Kaput afirma que a compreensão das estruturas 
resulta da experiência matemática dos alunos, com base em processos de abstracção, pelo que 
rejeita a perspectiva de uma generalização da Aritmética. O pensamento algébrico, na 
perspectiva de Kaput (1999), resume-se à capacidade do aluno usar diferentes sistemas de 
representação; à capacidade de raciocinar dedutiva e indutivamente, relacionando e 
generalizando; e à capacidade de resolver problemas nos quais inclui a modelação de situações 
reais.  
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Quadro 2. Síntese dos aspectos do pensamento algébrico segundo Kaput (1999). 
Aspectos do pensamento algébrico Actividade algébrica 
Capacidade de generalizar e formalizar 
padrões e restrições  
Fazer generalizações a partir de situações 
da Aritmética 
Capacidade de manipulação de formalismos 
guiada sintacticamente 
Trabalhar com expressões que envolvam 
símbolos 
Capacidade de usar estruturas abstractas Fazer cálculos e estabelecer relações 
Capacidade de lidar com Funções, relações 
e variação conjunta de duas variáveis 
Usar as múltiplas representações das 
Funções 
Capacidade de utilizar múltiplas linguagens 
na modelação matemática e no controlo de 
fenómenos 
Modelar situações da vida real através de 
recolha de dados com recurso ou não às 
TIC 
 
Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) também se dedicaram à análise e estudo da Álgebra 
e do pensamento algébrico, com o objectivo de repensar o que é feito nesta área. Estes autores 
debruçarem-se sobre três concepções algébricas, que emergiram ao longo da história do ensino 
da matemática. A primeira, chamada de linguístico-pragmática, mais vincada no século XIX e 
meados do século XX, relaciona a Álgebra com tarefas que promovem a resolução de problemas 
mas onde predomina a mecanização de técnicas e procedimentos. A segunda concepção, a 
fundamentalista-estrutural, mais vincada nas décadas de 70 e 80, desenvolve-se em torno da 
ideia de que o uso das propriedades estruturais das operações é suficiente para justificar as 
transformações efectuadas algebricamente e para dotar os alunos da capacidade de as 
identificar e usar em novos contextos. A terceira concepção, a fundamentalista-analógica, 
considera que a Álgebra é um instrumento para resolver problemas, tendo em conta o seu papel 
fundamentalista não baseado em propriedades estruturais, mas na manipulação de objectos 
(blocos de madeira, figuras geométricas, balanças, etc.), pelo que é vista como uma síntese das 
duas concepções anteriores. 
Estes autores concluem que estas três concepções reduzem o ensino da Álgebra a 
aspectos linguísticos e a processos de obtenção de expressões algébricas equivalentes, 
resultantes da aplicação de regras e propriedades válidas − transformações algébricas − 
valorizando mais a sintaxe da linguagem algébrica do que o pensamento algébrico e o modo 
como se constroem os significados (ou seja, a parte semântica e a linguagem que acompanham 
este pensamento). Segundo eles, “repensar a Educação Algébrica implica, de algum modo, 
repensar a relação que se estabelece entre pensamento e linguagem” (p. 85).  
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Os autores procuram definir alguns aspectos que caracterizam o pensamento algébrico, 
partindo da análise de situações nas quais julgam ser possível a manifestação deste 
pensamento. Para Fiorentini et al. (1993), estes elementos caracterizadores do pensamento 
algébrico encontram-se na capacidade de percepção de regularidades, de aspectos invariantes 
em contraste com outros que variam, na capacidade de resolver problemas e explicitar as suas 
estruturas e na capacidade de generalizar processos.  
Assim, estes autores consideram que o desenvolvimento do pensamento algébrico passa 
por várias fases. A fase pré-algébrica, em que o aluno usa um elemento considerado algébrico, 
mas ainda não o concebe como um número generalizado. Segue-se uma fase de transição, na 
qual o aluno concebe a existência de um número qualquer, fazendo algumas generalizações 
usando ou não símbolos. Deste modo, a fase que vai do aritmético para o algébrico leva os 
alunos a atingir um nível de pensamento algébrico mais desenvolvido, onde concebe a existência 
de grandezas abertas ou variáveis dentro de um intervalo numérico, sendo capaz de expressar e 
operar com elas (Fiorentini et al., 1993, 2005a). 
 Apesar de Fiorentini et al. (1993) reconhecerem que o pensamento algébrico se 
“potencializa à medida que, gradativamente, o estudante desenvolve uma linguagem mais 
apropriada a ele” (p. 89), esta terceira fase pode ser atingida sem que o aluno se tenha 
apropriado dessa linguagem estritamente algébrica. No entanto, a linguagem simbólico-formal 
assume a dada altura um papel fundamental na formação do pensamento algébrico abstracto, 
pois fornece um conjunto de símbolos que possibilitam abreviar a resolução de um problema e 
simplificar um conjunto de cálculos. O pensamento algébrico apresenta-se ainda com uma 
abrangência maior quando está na base da construção e compreensão de conceitos de outras 
ciências. Nesta extensão a outras ciências, não há lugar para a continuidade da actividade 
matemática alicerçada essencialmente em transformações algébricas.  
A actividade matemática, ao ser iniciada a partir de situações problema, possibilita ao 
aluno a procura de uma expressão que traduza o problema ou partir de dada expressão e 
atribuir-lhe um significado em determinado contexto. Neste processo é importante considerar o 
espaço que o aluno deve ter para “rever ideias mal elaboradas [e abrir] o caminho de acesso à 
construção sólida do seu pensamento algébrico” (Fiorentini et al., 1993, p. 90). Nesta revisão de 
ideias, promove-se a capacidade do aluno reflectir nos resultados obtidos. 
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Quadro 3. Síntese dos aspectos do pensamento algébrico segundo Fiorentini et al. (1993,  
2005a) 
Aspectos do pensamento algébrico Actividade Algébrica 
Capacidade de percepção de regularidades, 
de aspectos invariantes em contraste com 
outros que variam 
Procurar regularidades em padrões e ou 
enunciados e estabelecê-las  
Fazer variar um elemento e concluir da 
invariância ou variância de outros com 
quem se relacione 
Capacidade de resolver problemas e 
explicitar as suas estruturas  
Fazer composições matemáticas 
Resolver problemas 
Capacidade de generalizar processos Recurso a múltiplas representações para 
descobrir regularidades  
 
Outros autores que se debruçaram sobre o estudo da Álgebra foram Lins e Gimenez 
(1997). A perspectiva que defendem afasta-se das perspectivas que entendem a Álgebra como 
uma Aritmética generalizada. Afirmam que “é preciso começar mais cedo o trabalho com a 
Álgebra, e de modo a que esta e a Aritmética se desenvolvam juntas, uma implicada no 
desenvolvimento da outra” (p. 10), com o fim de produzir significados. Esta convicção parte da 
ideia de que a Aritmética é vivenciada por um conjunto de experiências, trazidas pelos alunos 
quando iniciam a vida escolar e, por isso, não é anterior mas paralela à Álgebra, ambas 
implicadas num desenvolvimento mútuo. Tendo em conta estas características, os autores 
apresentam uma descrição da actividade algébrica que lhes permite entender esse 
desenvolvimento. Fazem-no sob o ponto de vista de uma descrição, do desenvolvimento das 
notações algébricas, com base na acção do pensamento formal e ainda com base num modelo 
de campos conceptuais elaborado por Vergnaud. A actividade algébrica, analisada numa 
perspectiva de descrição, consiste em identificar o que acontece e surge naturalmente associada 
aos conteúdos da Álgebra. As actividades a desenvolver neste âmbito resumem-se à resolução 
de problemas de Álgebra, muitas vezes descontextualizados e envolvidos num trabalho mecânico 
de cálculo com letras. O desenvolvimento das notações algébricas aparece no seguimento da 
percepção de que a actividade algébrica, baseada no trabalho com letras, deve evoluir no 
sentido de dotar os cálculos de regras próprias independentes que funcionem em múltiplas 
situações, atingindo-se um nível de pensamento mais abstracto.  
Ao encontrarem formas de representar entidades matemáticas por meio de letras, os 
autores apontam uma tendência “Letrista” e dizem que esta terá implicações na mudança do 
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campo conceptual e consequentemente no desenvolvimento da actividade algébrica. Estas duas 
caracterizações da actividade algébrica – com base nos conteúdos e com base nas notações – 
são redutoras, pois excluem situações que podem ser entendidas como actividade algébrica. 
Contudo, perceberam que apenas a possibilidade de alargar a lista de conteúdos não seria 
suficiente para resolver este problema de exclusão, pois continuaria a faltar informação sobre o 
modo como a pessoa pensou (Lins & Gimenez, 1997). 
Surge assim o terceiro ponto de vista, baseado na acção do pensamento formal, que 
reflecte operações concretas, operando sobre operações ou sobre os resultados. Como este 
pensamento é considerado algébrico, toda a actividade que com ele seja desenvolvida, e que 
leve o pensamento a atingir o estágio operatório formal, considera-se actividade algébrica. No 
entanto, esta situação torna a caracterização da actividade algébrica muito difícil, levando Lins e 
Gimenez (1997) a pensar em restringir esta acção do pensamento formal. Ao centrarem-se nos 
conteúdos e notações, apresentam-nos uma caracterização externalista e ao centrarem-se na 
acção do pensamento, apresentam-nos uma caracterização internalista, embora esta ainda 
dependa de elementos exteriores para se tornar útil.   
O quarto ponto de vista, alicerçado num modelo que envolve campos conceptuais, 
substitui a noção de conceito isolado pela noção de campo conceptual, constituído por um 
conjunto de esquemas operacionais e de invariantes, um conjunto de notações e por um 
conjunto de problemas que são resolvidos por esses esquemas e lhes dão sentido. A tendência 
“Letrista”, quando é compensada pela preocupação de usar uma linguagem algébrica, faz com 
que a Álgebra se torne “um meio de expressão e não apenas (…) um objecto a que se aplicam 
técnicas diversas” (p. 111). Esta preocupação deve centrar-se não naquilo que é proposto na 
actividade a desenvolver, mas antes na capacidade de envolvimento dos alunos, na forma como 
organizam os dados e estabelecem relações, e na procura de recursos técnicos que os auxiliem 
no seu trabalho (Lins & Gimenez, 1997). 
De acordo com o seu entendimento sobre o que define a Álgebra – ”conjunto de 
afirmações, para as quais é possível produzir significados em termos de números e operações 
aritméticas, possivelmente envolvendo igualdade ou desigualdade” (p. 150) – Lins e Gimenez 
(1997) referem haver diferentes modos de produzir significados para a Álgebra e afirmam que o 
pensamento algébrico é um deles. Para eles, as características fundamentais deste pensamento 
são: (1) aritmeticismo − produzir significados apenas em relação a números e operações 
aritméticas; (2) internalismo − considerar números e operações segundo as suas propriedades; 
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e (3) analiticidade − operar sobre números desconhecidos como se fossem conhecidos. Os 
autores salientam que esta caracterização se aproxima muito do pensamento formal mas não se 
esgota no cálculo formal. Não é sua intenção reduzir este pensamento a uma noção abstracta 
mas antes proporcionar ao aluno a possibilidade de produzir significados e, consequentemente, 
desenvolver a sua capacidade de pensar algebricamente. Os autores referem que, deste modo, 
se contribui para o desenvolvimento e domínio de técnicas de manipulação e que, embora as 
actividades que propõem se centrem na criação de situações para que o aluno produza 
significados – actividades de inserção – há todo um conjunto de actividades, como por exemplo 
as actividades de investigação, a utilização da Álgebra como forma de sistematizar propriedades 
observadas (generalização), a resolução e discussão de problemas utilizando a Álgebra como 
ferramenta, e a modelação matemática, que segundo os autores não devem ser descuradas pelo 
professor na sala de aula. 
 
Quadro 4. Síntese dos aspectos do pensamento algébrico segundo Lins e Gimenez (1997) 
Aspectos do pensamento algébrico Actividade algébrica 
Aritmeticismo − produzir significados 
apenas em relação a números e operações 
aritméticas 
Dada uma situação fazer afirmações e 
apresentar as suas justificações. 
Internalismo − considerar números e 
operações segundo as suas propriedades 
Com base nas expressões produzidas 
transformar expressões  
Analiticidade − operar sobre números 
desconhecidos como se fossem conhecidos 
Uso de múltiplas representações para 
descobrir regularidades e operar sobre elas 
 
Ao analisar as diferentes perspectivas dos vários autores anteriormente referidos, 
percebe-se a existência de convergência entre as ideias de Kaput (1999) e Fiorentini et al. 
(1993), que apontam para a necessidade de generalizar e de adoptar uma linguagem apropriada 
que permita produzir significados. Já Kieran (1992) e Lins e Gimenez (1997) entendem este 
pensamento construído com a influência da Aritmética, através de determinadas estruturas 
algébricas que permitam a construção desses mesmos significados. Verifica-se que os autores, 
ao tentarem caracterizar o pensamento algébrico, começam por analisar e definir concepções 
para a Álgebra e só depois apontam caminhos que levam ao desenvolvimento do pensamento a 
ela associado – o pensamento algébrico. As concepções algébricas apresentadas e a 
caracterização das actividades a elas inerentes pretendem levar o aluno a desenvolver um tipo 
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de pensamento, que lhe permita perceber como se vão construindo os seus saberes, 
estabelecendo uma rede de relações, criando estruturas que suportem extensões a situações 
semelhantes, generalizando processos, usando uma linguagem cada vez mais formal, mas 
partindo das suas experiências e tentando entender o mundo que o rodeia. Estas categorizações 
sobre o que deve ser a Educação Algébrica, defendidas pelos vários autores, têm em comum a 
preocupação de introduzir a noção de variável no ensino da Álgebra e a necessidade de procurar 
significados para o uso das variáveis. Todos partilham também da ideia que a Álgebra deve 
entrar o mais cedo possível na vida escolar dos alunos, antes mesmo de estes possuírem uma 
linguagem formal para expressar as suas ideias algébricas, pois assim começam a criar o seu 
próprio caminho e realizar experiências que lhes sejam úteis quando atingirem níveis de 
desenvolvimento mais elevados.  
Autores como Azevedo (2009), Cañadas e Castro (2007); Fiorentini, Fernandes e 
Cristovão (2005b) e Fonseca (2000) realizaram estudos no âmbito do pensamento algébrico que 
contribuem para evidenciar vários aspectos das perspectivas anteriormente descritas. Cañadas e 
Castro (2007), ao investigarem o raciocínio indutivo de doze alunos do ensino secundário, em 
contexto de resolução de problemas, com base em sete fases (observação de casos particulares, 
organização de casos particulares, procura de padrões, conjectura e formulação, conjectura e 
validação, conjectura e generalização, justificação de conjecturas gerais), referiram que os 
alunos no geral partiram de casos particulares para posteriormente procurarem o padrão geral. 
Referiram ainda que os alunos não seguiram necessariamente as mesmas fases para a 
resolução da tarefa mas que convergiram na espontaneidade e na representação, usando 
diferentes modos, o verbal, o aritmético, o geométrico e o algébrico. Ao justificarem as suas 
conjecturas a partir de padrões encontrados, o processo de generalização apresentou-se de uma 
forma mais significativa.  
Fonseca (2000) realizou um estudo com dois alunos do 10.º ano de escolaridade, com 
o objectivo de analisar os processos matemáticos utilizados na realização de tarefas de 
investigação. Neste estudo centrou-se no processo de especialização, procura de regularidades, 
formulação de conjecturas, generalização, verificação, justificação e prova, e concluiu que os 
alunos recorreram com frequência, de uma forma natural, à formulação de conjecturas. Verificou 
ainda que os processos de demonstração não são muito utilizados pelos alunos e, quando o são, 
são usados de formas distintas. Acrescenta ainda que a utilização de determinados processos 
pode ser influenciada por vários factores como, por exemplo, o conhecimento prévio dos alunos, 
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o material disponível para a realização da tarefa e a interacção com os colegas e/ou com o 
professor.  
Fiorentini et al. (2005b), realizaram um estudo cujo objectivo principal era investigar as 
potencialidades pedagógicas das investigações matemáticas no ensino da Álgebra, no que diz 
respeito à formação e desenvolvimento da linguagem e do pensamento algébrico de alunos do 
6.º ano, de uma escola pública estadual no interior do Estado de São Paulo. Os resultados da 
experiência permitiram aos autores afirmar que as tarefas de carácter investigativo proporcionam 
um ambiente rico para mobilizar e desenvolver o pensamento algébrico dos alunos. Concluíram 
ainda que metade dos alunos conseguiu atingir um nível bastante satisfatório de 
desenvolvimento do pensamento algébrico, embora nem sempre conseguissem fazê-lo com 
recurso a uma linguagem exclusivamente simbólica. Uma das dificuldades que os autores 
encontraram foi o elevado número de alunos por turma, que dificultou o andamento da 
realização deste tipo de tarefas e paralelamente a dificuldade de criar tarefas autenticamente de 
carácter investigativo, capazes de despoletar os aspectos caracterizadores do pensamento 
algébrico. Outra dificuldade foi registada relativamente às actividades produzidas pelos alunos, 
pois estes apresentaram dificuldades em trabalhar com tarefas desta natureza e em organizar e 
registar os seus resultados, bem como, escrever as suas conclusões sob a forma de pequenos 
relatórios.  
Azevedo (2009) fez uma experiência com alunos do ensino secundário, onde procurou 
analisar o desenvolvimento do raciocínio matemático na aprendizagem das Funções. Esta autora 
considerou que o recurso às tarefas investigativas e de resolução de problemas levaram os 
alunos a reflectir, o que parece ter influenciado o seu raciocínio matemático. Concluiu ainda que 
o uso de diferentes tarefas proporcionou aos alunos oportunidades de utilizar diferentes 
estratégias na resolução de problemas sobre o tema de Funções, o que lhes permitiu uma 
melhor compreensão do conceito em estudo.  
Os estudos revistos anteriormente focam aspectos como a importância do 
estabelecimento de conexões e a necessidade de pensar nas actividades de aprendizagem dos 
alunos, de modo a que construam o seu próprio conhecimento, e nas dificuldades que surgem 
quando se envereda por estes caminhos mais ricos, que levem ao desenvolvimento do 
pensamento algébrico dos alunos.  
Finalmente, tendo em conta as perspectivas que foram analisadas, as características do 
pensamento algébrico a considerar nesta investigação emergem de um misto de vários aspectos 
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referidos pelos diferentes autores. Assim, entende-se por pensamento algébrico a capacidade 
que os alunos demonstram para analisar e estabelecer relações, procurando fazer uso delas de 
modo a aplicá-las em novas situações, usando uma linguagem cada vez mais simbólica para 
expressar e sintetizar as suas ideias. 
 
2.3.2. O uso de símbolos no desenvolvimento do pensamento algébrico 
A Álgebra é considerada por muitos alunos como um ramo da Matemática 
particularmente difícil pois, muitas vezes, quando o aluno tem com ela um contacto formal, já 
parte de crenças e preconceitos próprios (Pesquita, 2007). Um ponto particularmente 
complicado surge no uso de letras em Álgebra. A sua errada interpretação prende-se com a 
confusão entre o conceito de variável e o conceito de incógnita, já que nem sempre uma letra 
está associada à ideia de variação. Simultaneamente, o trabalho com variáveis e a compreensão 
das operações realizadas entre elas tornam-se um obstáculo para a compreensão da Álgebra 
escolar (Almeida, 1995). Para Ponte (2005), esta compreensão está relacionada com a 
capacidade de compreender a linguagem abstracta e de usar a Álgebra na resolução de 
problemas e de diversas situações. Assim, quando os alunos não conseguem utilizar 
conhecimentos previamente adquiridos então o ensino deste tema é desprovido de significado. 
A base das dificuldades neste domínio da Matemática está, segundo Almeida (1995), na 
passagem da Aritmética para a Álgebra. Nesta transição deve ser dada relevância a aspectos de 
representação simbólica e à forma como é feita a transposição da linguagem normal para a 
linguagem algébrica. Ponte (2005) considera que uma forma possível de fazer essa transposição 
passa por recorrer a contextos significativos.  
O uso de símbolos permite, segundo Schoenfeld e Arcavi (1988) e Sfard e Linchevski 
(1994), aglutinar as ideias tornando a informação mais fácil de compreender e manipular. É 
fundamental que o aluno reconheça que os símbolos que são usados para representar um valor 
desconhecido ou uma variável têm significados diferentes em contextos diferentes. A noção do 
conceito de variável adquire assim o sentido de uma ferramenta, aliada ao uso de símbolos e 
notações, para fazer generalizações. Porém, Davis e Hersh (1995) consideram que quando se 
perde de vista o significado daquilo que os símbolos representam, cai-se no formalismo e no uso 
perigoso do simbolismo. 
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A importância que a actividade de representar e analisar situações usando símbolos 
algébricos tem na promoção do pensamento algébrico, faz com que Arcavi (1994) defenda que 
se deve procurar o desenvolvimento do “sentido de símbolo” (symbol sense), que represente 
para a Álgebra o mesmo que o “sentido de número” representa no trabalho com Números e 
Operações. Ter sentido de símbolo inclui a capacidade de seleccionar uma representação 
simbólica, o que faculta ao aluno o poder de decidir quando os símbolos são úteis e como 
devem ser utilizados para estabelecer relações e generalizar. Arcavi (1994) apresenta como 
exemplo a escrita de três números inteiros consecutivos. Por vezes, é mais vantajoso chamar n 
ao primeiro número e n+1 e n+2 aos dois seguintes. Outras vezes, a resolução de um problema 
pode ficar mais simples se designarmos os números por n−1, n e n+1, ou n−2, n−1 e n, entre 
outras formas possíveis. 
Na procura de fazer com que os alunos entendam os símbolos, o autor apresenta seis 
componentes fundamentais que caracterizam o sentido do símbolo: 
 
(1) Simpatia com os símbolos — inclui a compreensão dos símbolos e o sentido 
estético de seu poder, entendendo quando e como os símbolos podem e 
devem ser utilizados para mostrar relações, generalizações e demonstrações 
que, doutra forma, permaneciam ocultos e invisíveis; 
(2) Capacidade de "manipular" e "ler" através das expressões simbólicas, como 
dois aspectos complementares na resolução de problemas algébricos — 
inclui a capacidade de se afastar dos significados e ao mesmo tempo 
conseguir ter uma visão global das expressões simbólicas de modo a que as 
manipulações sejam rápidas e eficientes, como é o exemplo da resolução da 
equação 
2 3 2
4 6
x
x
+
=
+
, em que o aluno faz uma leitura dos símbolos em vez 
de tentar um algoritmo em busca de uma solução. A análise a priori dos 
símbolos, para perceber a expressão, e a posteriori, para proceder a uma 
verificação, são exemplos da compreensão do sentido dos símbolos;  
(3) Consciência de que se pode estabelecer com sucesso relações simbólicas 
que expressem determinadas informações (verbal ou gráfica) dadas ou 
procuradas;  
(4) Capacidade de escolher a variável à qual atribuir um símbolo e perceber se 
é a melhor;  
(5) Consciência da necessidade de rever os significados dos símbolos durante a 
resolução de um problema, ou durante a verificação de um resultado, e 
comparar os resultados obtidos com os esperados e ver a sua adequação ao 
contexto do problema. Por exemplo, recorrer a problemas, como o de 
descobrir o número de cadeiras a colocar ao redor de n mesas, para iniciar 
o estudo da Álgebra e exercitar a acção e a linguagem das generalizações 
numéricas;  
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(6) Consciência de que os símbolos podem desempenhar papéis distintos de 
acordo com os contextos em que são usados e desenvolver o sentido 
intuitivo dessas diferenças e a capacidade de trabalhar com eles. É o caso 
dos diferentes papéis das letras usadas na expressão geral de uma equação 
linear do tipo y ax b= + , onde umas são variáveis e outras são 
parâmetros. A manipulação algébrica não pode ser efectuada de forma 
automática mas envolve a análise das expressões, de modo a criticar a 
razoabilidade das soluções obtidas. 
 
Associado ao conceito de símbolo surge o de variável, que Schoenfeld e Arcavi (1988) 
consideram tratar-se de um conceito central no ensino e na aprendizagem da matemática. Para 
estes autores, compreender este conceito fornece a base para a transição da Aritmética para a 
Álgebra e é necessário para o uso com significado de muitos conceitos matemáticos. Porém, os 
autores consideram que muitos currículos de Matemática tratam as variáveis como termos 
básicos a usar pelos alunos ao longo do seu percurso escolar, e que alguns professores desta 
disciplina frequentemente vêem a manipulação de a’s, b’s, x’s e y’s de uma forma fácil e quase 
automática. Para Schoenfeld e Arcavi (1988), variável significa algo que varia ou que assume 
múltiplos valores enquanto incógnita, trata-se de algo que tem um valor mas que ainda não é 
conhecido. Há múltiplos usos do termo variável de acordo com os diferentes contextos, o que faz 
com que os autores ponderem ser impossível definir variável usando apenas uma única palavra. 
Os aspectos dinâmicos do conceito de variável devem ser apresentados aos alunos sempre que 
for oportuno, podendo-se numa primeira fase fazer observações simples de problemas de 
variação (por exemplo, variação do custo da gasolina) e numa fase mais avançada, analisar 
relações de dependência (por exemplo, variação da temperatura em função do tempo). 
Na tentativa de melhor entender e definir variável, Schoenfeld e Arcavi (1988) 
apresentam uma recolha de possíveis definições para o termo variável: 
 
(1) Algo que varia; 
(2) Quantidade que assume qualquer valor num conjunto específico de valores; 
(3) Símbolo usado numa fórmula matemática; 
(4) Quantidade que através de um cálculo matemático ou investigação assume 
a variação de valores; 
(5) Símbolo que pode ser substituído por qualquer elemento de um 
determinado conjunto de números, chamado domínio da variável onde 
qualquer elemento do conjunto é valor da variável e se o conjunto possuir 
apenas um valor a variável torna-se constante; 
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(6) Termo geral de uma preposição para uma entidade que toma vários valores 
num determinado contexto, onde o domínio pode ser limitado a um conjunto 
de números ou quantidades algébricas; 
(7) Usualmente representadas por letras, e dentro de um espaço vazio no qual 
um elemento arbitrário de um conjunto fixo, ou o seu símbolo, pode ser 
substituído; 
(8) Nome de uma entidade que possui um valor que pode mudar durante a 
execução de um problema; 
(9) Qualquer símbolo cujo significado não é determinado e cujos valores 
pertencem a qualquer conjunto de entidades, proposições, Funções, classes 
ou relações conforme o contexto (por exemplo, Sr. A e Sr. B representam 
valores que se referem apenas a homens). 
 
Conforme constatam Schoenfeld e Arcavi (1988), o múltiplo uso do termo variável 
dificulta a sua compreensão por parte dos alunos, pois o conceito de variável envolve um 
conjunto de características como mudança, quantidade, movimento e entidade ou termo geral 
de uma preposição. Esta perspectiva dinâmica do conceito faz com que se proporcione ao aluno 
mais oportunidades para observar padrões e fazer generalizações antes de usar as variáveis. O 
significado de muitas afirmações é determinado mais pelo contexto do que pelas regras formais 
a ele aplicadas. As regras precisam de ser interiorizadas mas sobretudo interpretadas. 
Schoenfeld e Arcavi (1988) apresentam o seguinte exemplo para ilustrar esta perspectiva: se 
2
1 1 2
1 1 1x x x
− =
− + −
, qualquer que seja o valor de x , for escrito por esta ordem insere-se no 
contexto da subtracção de duas fracções; se for escrito pela ordem inversa, 
2
2 1 1
1 1 1x x x
= −
− − +
, embora equivalente, já se refere à factorização. São estes contextos e o 
uso dos termos em diferentes posições que podem complicar a compreensão do conceito de 
variável por parte do aluno. Os autores entendem que pode ser útil ao aluno sintetizar as suas 
observações aritméticas através das suas próprias palavras, pois esta acção pode ajudá-lo na 
transição da Aritmética para a Álgebra. Porém, uma vez adquirida a linguagem algébrica, o aluno 
pode fazer uso dela para representar, de forma mais curta, as suas ideias.  
Outro autor que procura dar sentido ao conceito de variável é Küchemann (1978). Para 
ilustrar diferentes formas de usar letras em Álgebra, usa uma categorização que redefine o 
significado de variável ao apresentar seis níveis para o uso das letras. Assim, considera a 
categoria de:  
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(a) Letra avaliada – a letra pode ser avaliada de imediato sem passos 
intermédios (se a+5=8 então a=3); 
(b) Letra não considerada – a letra é ignorada ou a sua existência é reconhecida 
sem que lhe seja dado um significado (se a+b=43 então a+b+2= 45, 
ignorando-se o a+b e pensando em termos de 43 + 2); 
(c) Letra como objecto – a letra é entendida como o nome de um objecto 
concreto (se um rectângulo tem c de comprimento e l de largura então P= 
2l+2c representa o seu perímetro);  
(d) Letra como incógnita – a letra é entendida como um número específico mas 
desconhecido (se uma figura tem n lados de comprimento 2 então p=?, 
onde n é um numero que não pode ser calculado); 
(e) Letra como número generalizado – a letra representa um conjunto de 
valores (se c+d=10 e c<d, então c assume vários valores e não de apenas 
um); 
(f) Letra como variável – a letra é entendida como a representação de uma 
série de valores desconhecidos e onde há a consciência da existência de 
relações entre eles (na presença de duas expressões do tipo 2n e n+2 
podemos analisar qual delas é a maior).  
 
Embora esta categorização ajude a entender o uso das letras por parte dos alunos, em 
várias situações e contextos, Küchemann (1978) salienta que o importante em Álgebra não é 
medir a capacidade do uso de técnicas e algoritmos, mas sim compreender como os alunos 
lidam com certos problemas matemáticos.  
Também Usiskin (1988), considerando a utilização de variáveis intrinsecamente ligadas 
à Álgebra e ao pensamento algébrico, fez uma caracterização tendo por base diferentes 
concepções e finalidades da Álgebra. Para este autor, as variáveis são usadas de formas 
diferentes de acordo com a concepção da Álgebra que se considere: 
 
(1)  Estudo de estruturas: as variáveis são usadas como símbolos arbitrários 
nas actividades de cálculo algébrico, tornando-se sinais que se manipulam;  
(2) Aritmética generalizada: as variáveis são usadas como forma de traduzir e 
generalizar modelos;  
(3) Estudo de procedimentos para resolver problemas: as variáveis são usadas 
como incógnitas ou constantes que podem ser simplificadas e onde se pode 
determinar o seu valor;  
(4) Estudo de relações entre grandezas: as variáveis são usadas como 
argumentos ou parâmetros que permitem relacionar objectos e fazer 
gráficos.  
 
Perante esta pluralidade, o autor reforça a ideia de que o conceito de variável é 
multifacetado e embora a Álgebra se relacione com a compreensão do significado das “letras” – 
variáveis – e das operações entre elas, porém, limitá-la a este aspecto é muito redutor.  
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As perspectivas dos vários autores confluem num ponto central – a necessidade de se 
considerar o contexto em que se usam as variáveis. A raiz etimológica da palavra variável, 
enquanto algo que está em contínuo movimento, pode estar na origem das dificuldades dos 
alunos quando estes lidam com símbolos. Porém, o trabalho com letras e símbolos é intrínseco 
à actividade algébrica e por isso, como referem Viseu e Fernandes (2006), nas situações em que 
não é possível recorrer exclusivamente a processos numéricos, a exigência de manipulação de 
letras, talvez a mais importante característica do pensamento algébrico, torna-se decisiva na 
transição do pensamento aritmético para o pensamento algébrico.  
Vários estudos têm sido desenvolvidos em torno das dificuldades sentidas por alunos 
quando realizam actividades algébricas, que exijam a tradução de informações da linguagem 
escrita para a linguagem matemática formal. Lochhead e Mestre (1995) referem que algumas 
das dificuldades advêm da interpretação dos alunos na resolução de problemas algébricos. Estes 
autores desenvolveram um estudo sobre as interpretações que alunos do ensino superior 
fizeram ao resolver problemas algébricos. Nas suas conclusões apresentam dois erros de 
interpretação que identificaram nas várias respostas analisadas. Um deles está relacionado com 
a propensão dos alunos para retirar os dados do enunciado de acordo com a ordem em que eles 
aparecem devido ao facto de estruturarem o problema da esquerda para a direita. O outro erro 
de interpretação está relacionado com a atribuição de rótulos às variáveis, onde os alunos não 
interpretam as variáveis como quantidade (por exemplo, P significa o “número de professores” e 
A o “número de alunos”). Estes dois factos, observados pelos autores, levam os alunos a 
escrever os dados pela ordem que surgem no enunciado sem atenderem à informação que 
efectivamente transmitem.  
Também Ursini e Trigueros (1997) identificaram dificuldades nos conceitos de Álgebra 
em alunos do ensino superior. No seu estudo, sobre a compreensão dos vários usos possíveis 
das variáveis, os autores dizem ter confirmado que aprender e entender o conceito de variável é 
um processo lento e difícil para os alunos, mesmo quando estes são capazes de reconhecer o 
papel das variáveis na solução dos problemas com expressões mais simples. Já com um 
pequeno aumento na complexidade do problema, os autores referem que os alunos tendem a 
fazer generalizações inadequadas e procuram soluções através da memorização ou tentativa e 
erro. 
Já Lessa (1996) fez um estudo com quarenta alunos de idades compreendidas entre os 
11 e os 12 anos onde investigou o pensamento algébrico, analisando os tipos de procedimentos 
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(aritmético, intermediário ou algébrico) que estes utilizaram durante a resolução de problemas e 
de equações. Com esta pesquisa concluiu que no procedimento aritmético os alunos recorrem a 
operações aritméticas ou atribuem valor às incógnitas para posteriormente efectuarem uma 
verificação. No procedimento intermediário, os alunos apesar de representarem os problemas e 
as equações algebricamente, não os resolvem em função dessa representação mas socorrem-se 
de cálculos aritméticos atribuindo valores às incógnitas. Finalmente, no procedimento algébrico, 
os alunos demonstram capacidade para manipular uma expressão algébrica utilizando regras 
formais mas cometem erros, resultantes das incorrecções na aplicação das mesmas.  
Ao reflectir sobre as dificuldades que os alunos apresentam em Álgebra, Kieran (1992) 
aponta algumas causas, nomeadamente a falta de compreensão que parece dever-se à 
memorização de regras e procedimentos. Outro aspecto que consiste num obstáculo para os 
alunos é a pouca familiarização que estes têm com os símbolos. Esta lacuna acaba por se 
traduzir na dificuldade de passar da linguagem corrente para a linguagem matemática. Para a 
autora, outro aspecto relevante nas dificuldades dos alunos prende-se com a tendência que 
estes têm em olhar para as expressões da esquerda para a direita e por isso não verem a 
necessidade do uso do parêntesis. Esta autora verificou que apesar de os alunos evidenciarem 
alguns conhecimentos de Álgebra, nem sempre os conseguem aplicar na resolução de 
problemas e em situações novas. Segundo ela, os alunos podem “de algum modo estar 
inseguros quanto às relações estruturais entre a adição e a subtracção ou, pelo menos, 
inseguros na forma escrita destas relações quando estas envolvem um termo literal” (p. 402). 
Também Freudenthal (1983) identifica algumas dessas dificuldades e afirma que os 
alunos continuam a ver as letras como nomes de objectos concretos, aplicando-lhes as regras da 
Aritmética como no caso 39 4 35x x− =  ou 2 2xyz y z− = , em que somam termos não 
semelhantes. Outro erro frequente está associado à compreensão de convenções da sintaxe da 
Álgebra, onde se sabe que 2 15 3 15a a a+ + = +  mas onde 2a a a+ + ×  não é 3 2a× . Por 
outro lado se em ab , a  for substituído por a− , o resultado será ab− ; mas se for o b a ser 
substituído por b− , o resultado não é a b− , como muitos alunos indicam, mas sim ( )a b− . 
Segundo este autor, este tipo de resposta tende a dever-se a uma actividade mecanizada com os 
símbolos e as regras de manipulação de formalismos, o que não favorece o desenvolvimento da 
sua compreensão por parte dos alunos.  
Também Socas, Machado, Palarea e Hernandez (1996) consideram que a simbologia e 
o uso desajustado de regras e procedimentos constituem uma dificuldade para os alunos. Na 
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perspectiva destes autores, os erros em Álgebra podem ser atribuídos a diversas causas, tais 
como: (1) a natureza e o significado dos símbolos e das letras; (2) o objectivo da actividade e a 
natureza das respostas; (3) a compreensão da Aritmética por parte dos alunos; e (4) o uso 
inapropriado de fórmulas ou regras e de procedimentos. 
Para Kieran (1992), os alunos evidenciam ao longo do seu percurso escolar dificuldades 
também no estudo das Funções. Estas dificuldades prendem-se com o pouco desenvolvimento 
que realizam quando trabalham com diferentes representações de Funções, tais como a forma 
algébrica ou a forma gráfica. As primeiras aprendizagens sobre gráficos e Funções são 
fundamentais para que os gráficos sejam um meio de compreender as transformações 
algébricas. Porém, a autora considera que as abordagens de ensino que valorizam mais 
actividades de passagem da forma algébrica para a gráfica dificultam a interpretação da 
informação contida num gráfico. 
Outra autora que se dedicou ao estudo das Funções foi Sfard (1991). Para esta autora, a 
noção de função pode conceber-se de duas formas: a estrutural (como um objecto, estrutura 
estática instantânea e integradora) e a operacional (como um processo, dinâmica, sequencial, 
detalhada, uma sucessão de acções). Na sua perspectiva, a transição de uma forma para a 
outra é lenta e difícil e passa por três fases de evolução: 
 
(1) Interiorização: capacidade de realizar processos matemáticos como a 
manipulação de expressões algébricas, que levam à compreensão da noção 
de variável e capacidade de usar uma fórmula para determinar valores da 
variável dependente; 
(2) Condensação: capacidade de pensar os processos como um todo, 
trabalhando com correspondências sem considerar valores específicos, 
investigando Funções e construindo gráficos; 
(3) Concretização: capacidade para identificar novas entidades, independentes 
de outras, compreendendo e alternando entre as múltiplas representações 
das Funções e identificando características comuns nos diferentes 
processos usados nas Funções  
 
Vinner (1992) e Sfard (1991) consideram que o conceito de função surge associado à 
ideia de variável e que se refere a fórmulas ou expressões que envolvem variáveis dependentes e 
independentes. Por isso, conceber uma função como um objecto é o primeiro passo para 
perceber se este conceito possui diferentes propriedades funcionais e analisar a co-variância das 
variáveis é uma forma de compreender a relação entre elas, minimizando as dificuldades no 
trabalho com as diferentes representações.  
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Markovits, Eylon e Bruckeimer (1998) apresentam outras dificuldades, usualmente 
evidenciadas pelos alunos, como: (1) a localização de objectos e imagens numa representação 
gráfica; (2) a identificação de imagens e pares ordenados; (3) a distinção entre contradomínio e 
conjunto de chegada; (4) a omissão do domínio e o conjunto de chegada de uma função; e (5) a 
concepção errada de linearidade. Os alunos têm uma forte tendência para ver a função como 
uma equação porque se centram nas fórmulas sem olhar para o domínio da função, ignorando 
este aspecto quando constroem os gráficos. A procura de regularidades que os levam a modelos 
conhecidos é outro dos aspectos referidos pelos autores. Os alunos procuram preferencialmente 
relações que tenham correspondências de um para um e a sua tendência para a linearidade fá-
los unir os pontos do gráfico que marcam no referencial. Segundo estes autores, uma das 
estratégias para superar estas dificuldades consiste na abordagem de representações gráficas 
de Funções de diferentes graus usando também as suas diferentes reapresentações.  
Bell e Janvier (1981) também se centraram nas diferentes componentes e 
representações das Funções assim como na sua interpretação gráfica. Estes autores 
identificaram a dificuldade dos alunos em trabalhar com tabelas e gráficos. Os alunos do seu 
estudo usaram mais os gráficos como tabelas, onde registavam valores relevantes para 
posteriormente consultarem, e não com o objectivo de fazer desses gráficos um instrumento de 
informação global. Esta visão redutora das múltiplas representações, segundo eles, condiciona o 
desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos.   
Finalmente, Kieran (1992) e Zenere (2005), referem que as dificuldades em Álgebra, 
podem ainda ter origem na forma como o tema é tratado em alguns manuais. Estes autores 
consideram que algumas abordagens podem direccionar a actividade do professor, 
condicionando o trabalho a desenvolver, e consequentemente empurrar o estudo da Álgebra 
para o uso de definições, exemplos e exercícios rotineiros.  
 
2.4.  A resolução de problemas no ensino da Álgebra  
A resolução de problemas surge nos diferentes programas da disciplina de Matemática 
como uma actividade de excelência de ensino e de aprendizagem. Quando a resolução de 
problemas é vista como o centro do ensino e da aprendizagem da matemática importa salientar 
o que se entende por problema. Segundo a APM (1988b), um problema é uma questão para a 
qual o aluno não tem um processo ou algoritmo definido que o leve à solução que procura. Para 
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o NCTM (1991), um problema é uma situação em que “para o indivíduo (…) uma ou mais 
soluções apropriadas precisam ainda de ser encontradas [de tal modo que] a situação deve ser 
suficientemente complicada para constituir um desafio, mas não tão complexa que surja como 
insolúvel” (p. 11). 
O ensino através da resolução de problemas, apesar de apresentar perspectivas 
distintas, na sua essência constitui uma forma de interpelar transformando-se num meio e não 
num fim. A ênfase é colocada na compreensão e os alunos são envolvidos no processo de fazer 
matemática. A resolução de problemas é vista como essencial ao desenvolvimento da 
capacidade dos alunos de pensar matematicamente e de usar a Matemática em várias 
situações. A sua contribuição para “o desenvolvimento do pensamento científico, deve levar o 
aluno a intuir, conjecturar, experimentar [e] provar” (Ministério da Educação, 2001, p.10). 
Porém o seu papel alarga-se à importância que assume quer na motivação para o estudo, por 
parte dos alunos, quer na forma como promove a comunicação oral e escrita (Ministério da 
Educação, 2001). A disciplina de Matemática não pode ser apenas um conjunto de regras nem 
a sua actividade pode ser reduzida a cálculos ou demonstrações realizadas mecanicamente, 
mas sim, como defende a APM (1988), uma actividade criativa assente na formulação e 
resolução de problemas.  
Se a resolução de problemas engloba a combinação de algoritmos, visão e compreensão 
global do caminho a seguir, processos de exploração do contexto, criação de modelos, vai muito 
além de questões rotineiras tipicamente resolvidas em Matemática. A resolução de problemas 
não é para ser desenvolvida à margem do ensino-aprendizagem da Matemática mas em paralelo 
com este. Este facto contraria, segundo o NCTM (1991), a ideia de que para resolver problemas 
é necessário dominar técnicas e reforça a necessidade do conhecimento emergir dos problemas 
e da experiência com a sua resolução. Aprendizagens anteriores devem ser interiorizadas e 
integradas constituindo a base de apoio que permita aos alunos abordar uma actividade 
matemática independentemente do tema a que se relacione. As orientações mais recentes do 
NCTM (2007) referem que a resolução de problemas, como parte integrante de toda a 
aprendizagem da matemática, não é apenas um objectivo da aprendizagem, mas também um 
meio pelo qual os alunos aprendem Matemática. Esta norma aplica-se no ensino secundário, 
onde “muitos conteúdos curriculares poderão ser abordados através de problemas com 
contextos matemáticos ou de aplicação” (NCTM, 2007, p. 58), proporcionando aos alunos 
oportunidades de usar estratégias integradas no currículo e transversais a diferentes áreas de 
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conteúdo. Como recomenda a APM (1988), há que repensar as formas de trabalho, apoiando o 
ensino com tarefas de carácter prático e do quotidiano e de níveis cognitivos elevados.  
Ao debruçar-se sobre o tipo de tarefas que se podem realizar, quer em sala de aula, 
quer fora dela, Ponte (2005) propõe uma classificação conforme o propósito que com elas se 
pretende alcançar: exercícios, investigações, projectos e problemas. Os exercícios são mais 
usados nas práticas lectivas como meio de rotina e consolidação de conhecimentos adquiridos e 
caracterizam-se por enunciados fechados, onde são fornecidos directamente os dados e pedida 
a solução. As investigações implicam a participação do aluno na formulação das questões a 
resolver e na procura e compreensão de soluções para os problemas, conjugando a teoria com a 
prática. O aluno explora, procura regularidades e estabelece conjecturas, podendo apresentar as 
suas conclusões por escrito ou oralmente. Quanto aos projectos, actividades de longa duração, 
podem incluir trabalho fora e dentro da sala de aula e são realizados em grupo, terminando com 
a apresentação dos resultados a que se chegou. Por fim, os problemas mais visados neste 
estudo, segundo o autor, traduzem situações não rotineiras, para as quais o aluno não tem 
algoritmos imediatos de resolução e que podem ser resolvidos por vários processos. A resolução 
de problemas surge associada ao raciocínio, ao gosto pela descoberta e ao desafio das 
capacidades matemáticas dos alunos. 
Nesta caracterização, Ponte (2005) distingue ainda o grau de desafio matemático 
(elevado ou reduzido) e o grau de estrutura da tarefa (aberta ou fechada). O desafio é reduzido 
se a tarefa está relacionada com a aplicação de um conjunto de técnicas e procedimentos; o 
desafio é elevado se a tarefa promove o estabelecimento de conexões entre conceitos, o 
raciocínio e a comunicação matemática. Pelo lado da estrutura, as tarefas de natureza aberta 
favorecem o envolvimento dos alunos nas actividades e levam-nos discutir as suas ideias, a fazer 
generalizações e procurar estratégias de resolução alternativas. As de natureza fechada, embora 
associadas a uma exigência cognitiva menor, podem ser importantes para desenvolvimento do 
raciocínio, pois sendo mais acessíveis promovem o sucesso de um maior número de alunos e 
incrementa a sua autoconfiança.  
Subjacente ao grau de desafio e ao grau de estrutura surgem, na perspectiva deste 
autor, outras características que distinguem os diferentes tipos de tarefas: a duração e o 
contexto. O autor salienta que a duração pode ser: (1) curta, como por exemplo os exercícios; (2) 
média, quando as tarefas adquirem a forma de um problema, ou de investigação ou de 
exploração; e (3) longa, como é exemplo a realização de projectos. Quanto ao contexto, o autor 
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considera que as tarefas se podem enquadrar: (1) num contexto de realidade, como são 
exemplo as tarefas de modelação; (2) num contexto de semi-realidade, quando a tarefa 
apresenta a forma de um problema ou exercício de matemática; e (3) num contexto de 
matemática pura, quando a tarefa diz respeito a um contexto abstracto. Para Ponte (2005), o 
contexto mais frequente é o de semi-realidade, onde se criam situações que se pretendem que 
sejam reais mas com a pretensão de estudar propriedades matemáticas. Já as tarefas de 
modelação, que, de acordo com as recomendações dos programas actuais, começam a ser 
usadas na sala de aula, estão inseridas no contexto de realidade. Tratam-se de tarefas de 
natureza problemática e desafiante na aplicação da matemática a situações da vida real. 
A resolução de problemas pode ser uma das estratégias usadas para fomentar o 
pensamento produtivo do aluno. Segundo Stanic e Kilpatrick (1989), os problemas aparecem 
com destaque nos currículos desde a antiguidade, mas a resolução de problemas não. Apenas 
ao longo do século XX se começa a discutir o seu ensino e o modo como se devem apresentar 
aos alunos. Começa por defender-se que os problemas não deviam ser simplesmente resolvidos 
por um conjunto de regras com o objectivo de encontrar a solução de um caso particular mas 
que se deviam desenvolver abordagens mais abrangentes. Ao fazerem um estudo sobre as 
perspectivas históricas da resolução de problemas, estes autores caracterizam o seu papel no 
ensino-aprendizagem considerando três temas gerais: (1) a resolução de problemas como 
contexto; (2) a resolução de problemas como capacidade e; (3) a resolução de problemas como 
arte.  
Na situação em que a resolução de problemas é entendida como contexto, Stanic e 
Kilpatrick (1989) baseiam-se na concepção de que os problemas e a resolução de problemas 
são meios para alcançar fins importantes. Segundo os autores, quando é usada para justificar o 
ensino da Matemática, diz respeito a experiências da realidade e pretende convencer alunos e 
professores do valor da Matemática e é entendida como justificação. Porém, quando o objectivo 
é despertar o interesse dos alunos, fornecendo algoritmos eficientes é entendida como 
motivação. Quando usada para proporcionar algum divertimento aos alunos, através de puzzles 
ou problemas, mesmo sem ligação ao mundo do real, mas que despertam a curiosidade 
humana é entendida como actividade lúdica. Mas, usada como meio para o aluno aprender um 
novo conceito ou técnica passa a ser entendida como veículo. Finalmente, se usada como rotina, 
para reforçar capacidades e conceitos previamente transmitidos é entendida como prática. 
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Quando a resolução de problemas é vista como capacidade a ser adquirida pelos alunos, 
interfere no papel que a resolução de problemas pode assumir. Se entendida como capacidade, 
segundo os autores, é necessário fazer uma separação entre a resolução de problemas 
rotineiros e a resolução de problemas não rotineiros. Contudo, a resolução de problemas não 
rotineiros, por exigir uma capacidade mais elevada, condiciona a possibilidade de todos os 
alunos os experimentarem, levando a alguns deles a optar pela resolução de problemas mais 
simples, pois não dominam alguns conceitos nem possuem determinados pré-requisitos (Stanic 
& Kilpatrick, 1989). 
Finalmente, a resolução de problemas como arte, para Stanic e Kilpatrick (1989), 
apresenta um olhar mais atento e conhecedor da importância da compreensão da resolução de 
problemas nos currículos escolares de Matemática. Esta faceta da resolução de problemas 
emerge do trabalho de Pólya (1986), que faz perdurar no nosso tempo a arte da descoberta – a 
heurística. A heurística entende-se como sendo um procedimento ou um método de descoberta 
da solução de um problema, que não apresenta um caminho claro mas se baseia na intuição e 
nas circunstâncias de modo a gerar novos conhecimentos, fazendo o aluno descobrir por si o 
que se lhe quer ensinar. Pólya (1986), ao organizar o processo de resolução de problemas 
dividiu-o em quatro etapas que não são necessariamente sequenciais: 
 
(1) Compreender o problema: identificar as partes principais, retirar os dados, 
escolher a incógnita, fazer perguntas, construir figuras e fazer esquemas 
caso seja  
(2) Estabelecer um plano: delinear uma estratégia que permita encontrar 
conexões entre os dados e a incógnita podendo considerar-se problemas 
auxiliares ou particulares; 
(3) Executar o plano: seguir a estratégia delineada e assegurar que esta é 
adequada verificando cada passo efectuado; 
(4) Reflectir e analisar o resultado obtido: reflectir na solução encontrada tendo 
em conta o contexto do problema, verificar essa solução e considerar a 
possibilidade de aplicar o processo desenvolvido à resolução de outros 
problemas.  
 
As suas ideias e orientações são ainda aceites e utilizadas até aos dias de hoje e servem 
de alicerce para trabalhos de outros pesquisadores.  
Dado que a resolução de problemas requer a adopção de estratégias adequadas que 
permitam obter as soluções procuradas, também Musser e Shaughnessy (1980) apresentam 
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algumas estratégias que consideram ser usadas na resolução de problemas na matemática 
escolar:  
 
(1) Estratégia de Tentativa e erro – envolve apenas a aplicação de operações 
relativas às informações dadas; 
(2) Estratégia de uso de Padrões – trabalha com casos particulares do 
problema e, partindo daí, generaliza para encontrar a solução; 
(3) Estratégia de resolução de um problema mais simples – pode envolver a 
resolução de um “caso particular” de um problema, ou uma transformação 
transitória de um problema complicado para uma versão simplificada; 
(4) Estratégia de trabalhar em sentido inverso – parte do objectivo, ou daquilo 
que se quer provar em vez de partir dos dados; 
(5) Estratégia de simulação – a solução do problema passa pela realização de 
uma experiência, recolha de dados e uma tomada de decisão baseada na 
análise desses dados.  
 
Outros autores, como Freire, Cabral e Filho (2004), categorizam as estratégias usadas 
pelos alunos através das formas como estes representam e expressam as suas ideias quando 
resolvem problemas. Apresentam quatro estratégias: (1) estratégia simbólica – as respostas 
envolvem uma resolução através do uso de equações; (2) estratégia numérica – envolve apenas 
o uso de números e operações aritméticas; (3) estratégia icónica – envolve o uso de figuras para 
representar as quantidades e relações envolvidas nos problemas; e (4) estratégia mista – 
envolve o uso combinado das três anteriores (simbólicas, numéricas e icónicas).  
A resolução de problemas não se confina exclusivamente à Álgebra, estendendo-se 
naturalmente à resolução de problemas de Geometria, pois esta permite desenvolver, para além 
da capacidade de visualização e interpretação, o raciocínio lógico−dedutivo. A Geometria, sendo 
uma forma de representação de conceitos e ideias matemáticas, possibilita o estabelecimento 
de conexões e o desenvolvimento do pensamento algébrico (Ministério da Educação, 2001). 
Nesta simbiose entre a Álgebra e a Geometria, as intuições matemáticas ocupam um lugar 
importante. Soares (1995) refere que as intuições são um bom instrumento para se obter, a 
partir da observação, uma interpretação dos factos. Já para Fischbein (1999) as intuições são 
um tipo de conhecimento auto-evidente, de certezas intrínsecas, persistência, coercivo, de 
carácter extrapolativo e global.   
Para compreender o papel das intuições, podemos ter em conta a teoria de Stavy e 
Tirosh (2000) sobre regras intuitivas aplicadas à resolução de problemas. As autoras formulam a 
sua teoria com base em três regras:  
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(1) “Mais A – Mais B” – a partir da desigualdade de dois objectos relativos a 
uma quantidade, os alunos afirmam outra desigualdade relativa a outra 
quantidade;  
(2) “Mesmo A – Mesmo B” – a partir da igualdade de dois objectos relativos a 
uma quantidade, os alunos estabelecem outra igualdade relativa a outra 
quantidade, mesmo que estas sejam diferentes;  
(3) “Tudo pode ser dividido” – que envolve a possibilidade de efectuar divisões 
sucessiva e infinitamente.  
 
Apoiada nesta teoria, Martins (2008) realizou um estudo sobre estratégias de resolução 
de problemas de perímetros, áreas e volumes com alunos do 6.º e 9.º anos de ecolaridade. 
Relativamente ao conceito de volume, esta autora afirma que os alunos recorrem com 
frequência a regras intuitivas na resolução dos problemas propostos. Perante uma tarefa de 
comparação do volume de dois cilindros, construídos a partir de duas folhas iguais rectangulares 
A4 com a mesma área (um com base maior e menor altura, outro com a base menor e maior 
altura), grande parte dos alunos recorreu à regra intuitiva “Mesmo A – Mesmo B” para justificar 
que os dois sólidos tinham a mesma área. Alguns alunos, aliadas às estratégias intuitivas, 
aplicam fórmulas de cálculo que costumam usar com frequência. 
No desenvolvimento de estratégias de resolução de problemas, Goldin (2002) identificou 
cinco tipos de representação — contextual, concreto, semi-concreto, verbal e simbólico — que 
considera serem factores decisivos no ensino−aprendizagem de Matemática, quer pelo uso de 
um sistema de símbolos, quer pelo papel que desempenham na conceptualização do mundo 
real. O autor afirma que uma representação é uma forma de representar algo de uma 
determinada maneira, por exemplo, através da ligação entre metáforas para simbolizar aquilo 
que representa e um modelo desenvolvido pelo observador.  
Lesch, Post e Behr (1987), ao estudarem o uso de diferentes representações na 
resolução de problemas na aprendizagem de números reais, concluíram que o acto de 
representar pode ser plural. Os alunos recorrem com frequência a vários sistemas de 
representação e as estratégias por si selecionadas oscilando entre esses sistemas de 
representação. Nesta transição, os autores referem que os alunos procuram adequar as suas 
representações, exibindo alguns aspectos da situação de uma forma e outros aspectos da 
mesma situação de outra forma, podendo iniciar a resolução de uma problema num 
determinado sistema e terminá-la noutro.  
Num estudo realizado por Steele e Johanning (2004) sobre a exploração de esquemas 
de resolução de problemas, desenvolvidos por alunos do ensino secundário, que envolviam 
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contextos de crescimento e mudança e de tamanho e forma, os autores concluem que existe 
uma ligação entre o tipo de generalização que os alunos constroem e os esquemas que formam. 
Nos seus esquemas os alunos mostram reconhecer, ampliar e generalizar padrões e relações 
quantitativas, quer verbalmente, quer simbolicamente. Com este estudo, Steele e Johanning 
(2004) identificam dois níveis de esquemas de resolução de problemas que os alunos 
desenvolvem: esquema bem conectado e esquema parcialmente formado. O esquema bem 
conectado é usado para identificar um esquema complexo, de conexões fortes e relações que 
possam ser aplicados com sucesso à generalização de situações problema e à generalização 
através dos problemas. O esquema parcialmente formado é usado quando o esquema é fraco 
em ligações e não fornece as necessárias relações para articular as generalizações através dos 
problemas ou muitas vezes dentro do próprio problema.  
Dentro destes níveis de esquemas, as autoras propõem ainda dois tipos de esquemas 
que identificaram como: (1) Subtracting out e (2) Building-up. O primeiro, quando inserido num 
esquema bem conectado, refere-se a situações em que o aluno embora construa tabelas para 
registar e organizar os valores encontrados, não é capaz de generalizar, verbal ou 
simbolicamente, sem olhar para os padrões que construiu para casos particulares. O aluno 
embora identifique o aspecto comum entre os problemas, não usa essa informação e continua a 
generalizar particularmente, baseado num novo conjunto de esquemas que volta a desenhar 
para cada situação similar que se lhe apresenta. O segundo, Building-up, também dentro de um 
esquema bem conectado, refere-se a situações em que o aluno constrói tabelas e esquemas, 
relaciona-os entre si, e em novas situações é capaz de generalizar através da observação apenas 
da regularidade da tabela sem recorrer novamente à representação de um caso particular. 
Paralelamente, o aluno revela capacidade para usar símbolos e escrever uma expressão geral do 
padrão que procura.  
Os resultados deste estudo apontam que a generalização é fundamental para o 
desenvolvimento do esquema e que existe uma ligação entre o tipo de generalização que os 
alunos fazem e os esquemas que constroem. Os alunos, nas suas generalizações, alargam os 
seus esquemas de casos particulares a casos gerais ou adaptam os esquemas gerais a novos 
casos particulares. No entanto, muitas vezes, generalizam em simultâneo nos dois sentidos. 
Quando os alunos desenvolvem esquemas que funcionam e são capazes de os explicar em 
novas situações, aprendem a generalizar. Steele e Johanning (2004) consideram que através da 
 48 
procura, da articulação e da generalização de padrões, na resolução de problemas, os alunos 
pensam algebricamente. 
Também Stacey (1989) levou a cabo uma investigação sobre generalização, mas com 
padrões lineares pictóricos, envolvendo alunos com idades compreendidas entre os 9 e os 13 
anos com o objectivo de identificar estratégias usadas na resolução dos problemas propostos. 
Da análise que fez dos trabalhos dos alunos, a autora identificou quatro tipos de estratégias 
diferentes: Estratégia da Contagem, os alunos contam o número total de elementos da figura da 
sequência; Estratégia da Diferença, os alunos recorrem a um múltiplo da diferença entre termos 
consecutivos; Estratégia do Whole-object, os alunos usam  um múltiplo de um dado número para 
determinar um termo de uma  ordem mais elevada, considerando que estão na presença de 
uma relação de proporcionalidade directa; e Estratégia Linear, os alunos escrevem uma 
expressão relativa a um modelo do tipo an+b. Com base nesta categorização, a autora conclui 
que: (1) grande parte dos alunos identificou erradamente situações de proporcionalidade directa; 
(2) na determinação de termos da sequência com recurso a figuras ou métodos recursivos, 
abordagem que denominou de generalização próxima, os alunos cometeram alguns erros de 
estratégia que os impediram de obter o resultado procurado; e (3) quando as questões exigiam a 
escrita de expressões, abordagem que denominou de generalização distante, os alunos nem 
sempre usaram métodos adequados e continuaram a socorrer-se das estratégias que usaram 
para fazer generalizações próximas.  
Os vários autores destacam a importância de ensinar para, sobre e através da resolução 
de problemas e evidenciam as diferentes implicações de cada uma destas abordagens. Para 
todos eles, o ensino através da resolução de problemas permite aos alunos aprofundar o seu 
conhecimento e aprender de forma mais significativa, desenvolvendo o seu pensamento.  
 
2.5.  Contribuição das TIC no desenvolvimento do pensamento algébrico 
Até há alguns anos atrás, Lins e Gimenez (1997) advogam que para a maioria das 
pessoas a Matemática “era estritamente coisa de papel e lápis” (p. 162). Com o crescente 
avanço tecnológico, muitos recursos têm sido integrados na prática lectiva dos professores e 
entrado progressivamente na sala de aula, com o propósito de facilitar a construção dos saberes 
pelos próprios alunos. O computador e a calculadora têm influência na eficácia do ensino e no 
desenvolvimento no aluno do espírito crítico, bem como da capacidade de observação e de 
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pesquisa entre outras (NCTM, 1991). Os jornais e a televisão usam cada vez mais gráficos, 
códigos, fórmulas para calcular os impostos e é preciso perceber que cada um destes meios, 
usados em diferentes áreas, exige modos próprios de pensar e que a escola tem um papel 
preponderante neste aspecto (NCTM, 1991). Porém, Lins e Gimenez (1997) consideram que 
“de nada adianta a pessoa ver um gráfico de (…) variação no preço, se o único significado que 
consegue produzir é o de que aquilo é ‘o gráfico de uma função’” (p. 162). 
Ponte e Canavarro (1997) defendem que a utilização das novas tecnologias na aula de 
Matemática favorece o desenvolvimento do raciocínio estratégico, facilitando a comunicação e 
levando os alunos a realizar trabalhos com uma qualidade superior ao nível do rigor matemático. 
A utilização do computador na aprendizagem de conteúdos algébricos e o estudo desses 
conteúdos num ambiente computacional pode ser um recurso para a construção do 
conhecimento algébrico. Utilizar a tecnologia do computador para melhorar o processo de 
ensino-aprendizagem da Matemática, permite aceder a vários formatos de apresentação dos 
conteúdos como textos, imagens, animações, simulações que geralmente apresentam situações 
contextualizadas na realidade quotidiana. As tecnologias “constituem ferramentas essenciais 
para o ensino, a aprendizagem e o fazer matemática” (NCTM, 2007, p.26).  
Nos tempos actuais, a tecnologia proporciona, segundo Ferrara, Pratt e Robutti (2006), o 
trabalho e o uso da simbologia com evidência para o papel educacional que desempenha na 
transferência da ênfase de processos mecânicos e repetitivos para a compreensão dos conceitos 
algébricos. O uso da tecnologia permite explorar e testar conjecturas, possibilita expressar uma 
ideia matemática de uma forma mais formal. Paralelamente, permite ao aluno visualizar 
diferentes formas de representação da função, trabalhar dentro de cada uma dessas 
representações e estabelecer conexões entre as múltiplas representações, o que poderá ter 
implicações no desenvolvimento do seu raciocínio.  
A utilização de recursos tecnológicos no ensino-aprendizagem de Matemática, com uma 
maior incidência para o uso da calculadora e do computador, é cada vez mais exigida no 
contexto da sociedade em que vivemos. A sua utilização nas aulas de Matemática possibilita a 
realização de cálculos de um modo eficiente, facilita a organização e análise de dados, fornece 
imagens visuais de conceitos matemáticos e apoia a actividade exploratória e investigativa dos 
alunos. Permite fazer simulações e trabalhar com sistemas algébricos informáticos que realizam 
manipulações simbólicas, não limitando o estudo da Álgebra a situações simples onde o 
manuseamento de símbolos é directo. Através do uso da tecnologia, os alunos podem raciocinar 
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sobre a mudança de parâmetros e modelar e resolver problemas mais complexos que de outra 
forma não se poderiam resolver (NCTM, 2007). O uso da tecnologia contribui para do 
desenvolvimento da capacidade de resolução de problemas, da autonomia, do pensamento 
crítico e de uma atitude positiva em relação à Matemática. Porém, o progressivo aumento do uso 
da tecnologia não deve substituir o cálculo de papel e lápis mas antes conciliar os diferentes 
processos de cálculo, sem esquecer o cálculo mental, e proporcionar aos alunos um ambiente 
de aprendizagem de cunho laboratorial (Ministério da Educação, 2002).  
A calculadora, por ser um recurso de fácil acesso aos alunos, acaba por ser dos mais 
utilizados como uma ferramenta de trabalho em actividades de natureza investigativa, na 
resolução de problemas ou na introdução de conceitos matemáticos. Proporciona experimentar 
novas estratégias e resolver alguns problemas que de outra forma seriam de difícil tratamento. 
Os programas das disciplinas de Matemática do ensino secundário referem que as calculadoras 
gráficas “devem ser entendidas não só como instrumentos de cálculo mas também como meios 
incentivadores do espírito de pesquisa, sendo de uso obrigatório” (Ministério da Educação, 
2002, p. 34). O uso deste recurso tecnológico é uma ponte explícita para a modelação 
matemática, bem como para a simulação e a resolução de situações problemáticas. Amado 
(2007), ao constatar que o tipo de actividades que se pretende que os alunos sejam capazes de 
realizar mudou, afirma que a calculadora veio transformar de forma significativa a natureza das 
tarefas a apresentar aos alunos. A necessidade de dar resposta a determinadas questões de 
Exame Nacional do ensino secundário implicou abordagens apenas viabilizadas pelo uso da 
calculadora gráfica. O uso da calculadora permite atribuir significado gráfico às relações 
estabelecidas algebricamente, evitando rotinas de cálculo e promovendo o desenvolvimento do 
pensamento algébrico. A possibilidade de alternar entre a representação algébrica e a 
representação gráfica permite ao aluno estabelecer conexões e confirmar resultados que dão 
sentido aos raciocínios que efectua ao longo da resolução da tarefa (Ponte, 2006). Segundo as 
orientações actuais do programa de Matemática A, do 10º ano, a utilização apropriada da 
calculadora permite ainda ao aluno concentrar-se nos aspectos estratégicos do pensamento 
matemático ao resolver problemas e investigar regularidades e padrões numéricos (Ministério da 
Educação, 2001). 
Dos vários materiais tecnológicos que há ao dispor, o computador, pelas suas 
características, oferece uma diversidade de programas que possibilitam abordagens 
enriquecedoras dos conceitos matemáticos. A sua utilização na aula reforça o papel da 
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linguagem gráfica e das múltiplas representações dos conceitos matemáticos, potenciando o 
desenvolvimento de capacidades de ordem mais elevada do que o cálculo e a memorização, 
favorecendo a realização de actividades mais desafiantes do que a resolução de exercícios para 
a aplicação dos conhecimentos apreendidos (Fernandes, Alves, Viseu & Lacaz, 2006). Com 
estas actividades pretende-se desenvolver nos alunos a capacidade de formular e testar 
conjecturas, entre outras, dado que se tornam possíveis “abordagens numéricas e iterativas ou 
de natureza gráfica sem necessidade de cálculo ou Álgebra com rigor e rapidez” (Ponte & 
Canavarro, 1997, p. 11). 
A variedade de tarefas matemáticas a propor ao aluno é alargada pelo uso do 
computador e da calculadora. Estes instrumentos transformam-se em ferramentas importantes 
na realização de tarefas que exijam o uso de diferentes capacidades relacionadas com o 
pensamento matemático. Vários documentos com orientações curriculares para a educação 
matemática, nomeadamente da APM (1988) e NCTM (1991), salientam a importância e a 
relevância da utilização educativa da calculadora e do computador nos diversos níveis de ensino, 
principalmente no estudo de Álgebra. O recurso a softwares educativos tem mostrado que o 
computador pode ser um grande parceiro no desenvolvimento dos conceitos algébricos. 
Permitem abordar os conteúdos diversificando as formas de os apresentar, alargando assim as 
condições de aprendizagem dos alunos. Softwares, como o GeoGebra e o Geomert´s Sckechpad 
(GSP), surgiram combinando as suas potencialidades para o trabalho em Álgebra e para o 
trabalho em Geometria. O GSP surge mais direccionado para a Geometria embora tenha 
ferramentas que permitem trabalhar outros temas da Matemática. O GeoGebra tem a 
particularidade de contribuir para facilitar o desenvolvimento de conhecimentos matemáticos 
através de uma simbiose entre aspectos algébricos e geométricos, utilizando o aspecto dinâmico 
do software nas transformações gráficas realizadas pelo próprio aluno, apresentando várias 
ferramentas alternativas para o trabalho com a Álgebra (Fontes, Fontes & Fontes, 2009). Apesar 
das suas diferenças, ambos permitem relacionar as informações dadas algebricamente com as 
múltiplas representações − gráficos, tabelas e expressões analíticas. Como referem Ponte, 
Branco Matos e (2009), estes dois softwares podem “servir de base à resolução de problemas e 
modelação de situações reais, constituindo importantes suportes para a aprendizagem” (p. 17). 
Também Santos (2000) refere que tais recursos favorecem a interacção entre os alunos na 
apresentação e discussão dos seus resultados e que desenvolvem a sua capacidade de análise, 
crítica e de concentração. Já King e Schattschneider (2003) acrescentam que os alunos podem 
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construir, rever, modificar as suas construções e testar as suas ideias matemáticas e 
conjecturas, envolvendo-se na sua própria aprendizagem.  
Vários estudos têm sido desenvolvidos nesta área, tais como os que foram realizados por 
Viseu, Nogueira e Santos (2009), Torres, Coutinho e Fernandes (2008) e Bardini, Pierce e 
Stacey (2004). No estudo desenvolvido por Viseu, Nogueira e Santos (2009) o objectivo foi 
averiguar como alunos do 9.ºano aprendem, com recurso à tecnologia, o tema ângulos numa 
circunferência. Neste estudo, onde os alunos determinaram as propriedades da circunferência 
recorrendo ao GSP, os autores concluem que: (1) a maioria dos alunos valorizou o uso do GSP 
nas construções e a possibilidade de pensar por si próprio; (2) o recurso ao GSP, como 
ferramenta de suporte nas construções, permitiu que os alunos estabelecessem as relações 
pretendidas e as validassem através da sua aplicação; (3) o uso da tecnologia incentivou os 
alunos a aplicar os seus conhecimentos a situações do quotidiano, o que lhes permitiu olhar 
com mais atenção para o mundo que os rodeia, em busca da aplicação das situações 
aprendidas na sala de aula; (4) na transição da exploração para a generalização, ao longo da 
realização das tarefas, tornou-se crucial a natureza exploratória destas, bem como a 
possibilidade de manipular as construções efectuadas e a possibilidade de comparar os dados, 
fruto da dinâmica que o GSP proporciona.  
Torres, Coutinho e Fernandes (2008) desenvolveram um estudo sobre Aplicações e 
Modelação Matemática com recurso à calculadora gráfica e sensores. Os autores concluem que 
a utilização da tecnologia, em particular a calculadora gráfica e os sensores, promove e facilita a 
aprendizagem dos alunos, tendo sido determinante na abordagem e exploração das actividades. 
Indicam que estas tecnologias, além de promoverem e facilitarem a recolha e organização de 
dados, foram preponderantes na procura de relações funcionais entre os dados. Acrescentam 
ainda que ao usarem as potencialidades dos sensores e da calculadora, os alunos trabalharam 
com as múltiplas representações, compreendendo a ligação entre tabelas, gráficos e fórmulas e 
deste modo verificar e validar os seus modelos. Outra evidência deste estudo, segundo Torres, 
Coutinho e Fernandes (2008), foi o facto da utilização da tecnologia promover a autonomia, a 
motivação e partilha de conhecimentos entre os alunos. Os materiais tecnológicos usados 
revelaram-se ferramentas importantes na superação de situações de resistência à aprendizagem 
da Matemática. A percepção destas ideias leva os autores a salientar a necessidade de se 
pensar em mudanças nas aulas de Matemática, nomeadamente nos métodos de ensino 
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utilizados, visto que a facilidade com que estes recursos podem ser manipulados deixa de ser 
um impedimento para que se adopte uma abordagem experimental e indutiva da Matemática.  
O estudo realizado por Bardini, Pierce e Stacey (2004) incidiu na análise de algumas das 
consequências da adopção de uma abordagem funcional, com recurso à modelação, do ensino 
da Álgebra através do uso da calculadora. Os autores verificaram que os alunos realizaram 
progressos consideráveis ao descrever relações simples algebricamente. Afirmam ainda que os 
alunos reagiram favoravelmente à aprendizagem de conceitos através de problemas em 
contextos reais e foram capazes de criar equações para resolver problemas contextualizados. A 
abordagem realizada com estes alunos teve influência ao nível da utilização e compreensão dos 
símbolos algébricos. Os alunos preocuparam-se em expressar características do contexto em 
estudo nas respostas que apresentaram e o uso da calculadora influenciou a escolha das letras 
que usaram. A abordagem funcional foi ainda evidente nos significados atribuídos às letras e às 
regras, pois os alunos foram-se libertando das calculadoras e observaram diferenças 
interessantes entre os resultados das calculadoras e os resultados esperados. 
Tendo em conta os vários estudos apresentados, as conclusões a que chegaram os 
diferentes autores sobre a influência do uso da tecnologia na sala de aula, é consensual a 
influência que esta tem no desenvolvimento da forma como os alunos pensam quando 
trabalham com problemas algébricos.  
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CAPÍTULO 3  
 METODOLOGIA DE INVESTIGAÇÃO 
Este capítulo, ao descrever os procedimentos utilizados no cumprimento do objectivo e 
das questões de investigação deste estudo, é estruturado nas seguintes secções: Opções 
metodológicas; Descrição do estudo; Participantes; Métodos de recolha de dados; e Análise de 
dados 
 
3.1.  Opções metodológicas 
Este estudo, ao procurar compreender como se desenvolve o pensamento algébrico de 
alunos do 10.º ano, segue uma abordagem qualitativa de natureza interpretativa. Para Bogdan e 
Biklen (1994), recorre-se a uma investigação de natureza qualitativa quando a fonte directa dos 
dados é o ambiente natural, onde o investigador é o instrumento principal da recolha e análise 
desses dados; quando é descritivo e o investigador se interessa mais pelos processos do que 
pelos resultados; e quando a análise dos dados é feita de forma indutiva procurando-se perceber 
o significado que as experiências desenvolvidas têm para os participantes.  
A natureza interpretativa deste estudo advém da pretensão de analisar os significados 
conferidos, quer pelos participantes às acções nas quais se empenham, quer por aqueles que 
interagem com eles (Bogdan & Biklen, 1994). Procura-se assim, segundo Ponte (1994), 
“compreender como é o mundo do ponto de vista dos participantes” (p. 6). Nessa compreensão, 
Merriam (1988) e Denzin (1989) consideram que uma investigação com um cunho interpretativo 
tem o seu foco nos processos e resulta de um método de indução onde os objectivos, as 
problemáticas e os instrumentos utilizados podem ser reformulados ao longo do 
desenvolvimento do estudo. A descrição dos factos vai além das aparências e apresenta com 
grande detalhe o contexto, as emoções e as interacções sociais que ocorrem e se estabelecem 
entre os participantes. Bogdan e Biklen (1994) referem que estão ao alcance do investigador 
múltiplas formas de interpretar as experiências, tendo em conta o modo como interagimos com 
os outros. Por isso, salientam a importância de uma atenção contínua que o investigador deve 
ter na percepção do pensamento subjectivo dos participantes de um estudo. 
Como o objectivo de uma pesquisa de cunho interpretativo se centra na capacidade do 
investigador se inserir no contexto em estudo e de o tornar claro para quem está fora dele, este 
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vê-se envolvido na actividade como ‘insider’ e é capaz de reflectir sobre ela como ‘outsider’, na 
procura de "fazer sentido" do mundo a partir da perspectiva dos participantes (Eisenhart, 1988). 
Para este autor, uma pesquisa deve ser um acto de interpretação em dois níveis. Num primeiro 
nível, as experiências dos participantes são explicadas e interpretadas em termos das regras da 
sua cultura e relações sociais. Num segundo nível, as experiências do pesquisador são 
explicadas e interpretadas em termos do mesmo tipo de regras da comunidade intelectual no 
qual está inserido. A abordagem interpretativa deste estudo centra-se nos significados que os 
alunos dão ao fenómeno em estudo e na sua descrição por parte da investigadora. Nessa 
descrição a investigadora não pretende impor o seu ponto de vista ao daqueles que intervêm no 
estudo. 
O desenho do estudo segue uma metodologia de estudo de caso, por se pretender 
“investiga[r] um fenómeno contemporâneo dentro do seu contexto da vida real, especialmente 
quando os limites entre o fenómeno e o contexto não estão claramente definidos” (Yin, 2005, 
p.32) e no qual múltiplas fontes de evidência são usadas. Neste sentido, o investigador não 
pretende modificar a situação, mas compreendê-la tal como ela é (Yin, 2005), procurando dar a 
“conhecer a realidade tal como ela é vista pelos seus diversos actores” (Ponte, 1994, p. 9). A 
adequação desta metodologia resulta do facto de se “debruçar deliberadamente sobre uma 
situação específica que se supõe ser única em muitos aspectos, procurando descobrir o que há 
nela de mais essencial e característico” (Ponte, 1994, p. 3). 
Segundo Merriam (1988), um estudo de caso não tem de ser exclusivamente descritivo, 
pois permite interrogar situações, confrontá-las com outras situações e teorias conhecidas, de 
forma a originar novas teorias e novas questões para outras investigações. Para que se parta de 
uma situação específica e se compreenda o fenómeno no seu todo, é imprescindível que o 
investigador tenha a capacidade de se distanciar afectiva e intelectualmente e, em simultâneo, 
tenha a capacidade de interrogar de forma espontânea aquilo que observa, surpreendendo-se 
continuamente, sem estar comprometido com os dados que possam surgir (Yin, 2005).  
Considerando o aluno como a unidade de análise, optei, enquanto investigadora, por 
realizar três estudos de caso, participando em cada um deles um aluno da turma de diferentes 
níveis de desempenho escolar, com o intuito de perceber como se desenvolve o pensamento 
algébrico de cada um deles no estudo do tema de Funções do 10.º ano de escolaridade. Esta 
especificidade, embora não tenha propósitos de generalização dos resultados obtidos (Guba & 
Lincoln, 1988), contribui para a compreensão do fenómeno como um todo (Ponte, 1994).  
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Patton (1990) considera que, num estudo de caso, é fundamental utilizar uma variedade 
de fontes de informação, recolhidas em situações variadas e em momentos diferentes. Esta 
variedade permite, aquando da análise de dados, uma triangulação dos mesmos, procurando 
assim evidências a partir de dados de naturezas distintas. Num estudo qualitativo, Stake (1994) 
defende que a triangulação é um processo que deve ser utilizado para evitar interpretações 
enviesadas dos dados. 
 
3.2.  Descrição do estudo 
No ensino do tema das Funções do 10.º ano de escolaridade delineei uma estratégia de 
intervenção pedagógica sustentada pelos seguintes princípios: (1) valorizar a actividade do aluno; 
(2) resolver problemas; e (3) usar, quanto possível, as TIC. Esta intervenção decorreu entre 1 de 
Fevereiro de 2010 e 14 de Junho de 2010. As aulas decorreram em quatro momentos: (i) 
apresentação da tarefa à turma sob a forma de problema; (ii) trabalho em grupo; (iv) discussão 
final no grupo turma. 
Com a resolução de problemas pretendi proporcionar aos alunos a possibilidade de 
desenvolver actividades exploratórias que promovessem a capacidade de generalização e 
procura de regularidades, modelação e a utilização de múltiplas linguagens. Embora ao longo 
deste estudo a essência das tarefas fossem os problemas, foram ainda propostos outro tipo de 
tarefas, como por exemplo, os exercícios presentes no manual escolar adoptado ou noutros 
manuais escolares e as tarefas do GAVE, que considerei que eram pertinentes para o 
desenvolvimento dos conceitos que integram o tema das Funções. 
As tarefas propostas aos alunos foram trabalhadas com recurso ao computador, usando 
os softwares dinâmicos GSP e Geogebra, à calculadora gráfica e ao sensor de movimento. Tentei 
tirar partido das potencialidades da tecnologia para o ensino das Funções, de modo que os 
alunos se envolvessem nas actividades da sala de aula. A calculadora gráfica assumiu um papel 
privilegiado entre os materiais disponíveis, pois o seu uso é, no ensino secundário, de carácter 
obrigatório, o que faz dela uma ferramenta acessível a todos. O recurso aos softwares dinâmicos 
tiveram por finalidade diversificar o desenvolvimento das actividades e proporcionar construções 
de figuras, cuja manipulação procurei que favorecesse a compreensão dos conceitos estudados.  
A turma onde incidiu a minha intervenção pedagógica era constituída por vinte e quatro 
alunos de uma turma do 10.º ano do curso de Ciências e Tecnologias. Estes alunos foram 
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organizados em seis grupos de quatro elementos, de acordo com os seus desempenhos ao 
longo do primeiro período, e mantiveram-se inalterados até ao final do estudo. Desenvolveram 
um trabalho cooperativo na resolução das tarefas propostas, o que culminou na apresentação e 
discussão dos seus processos e resultados no grupo turma. A discussão dentro de cada grupo e 
no grupo turma, permitiu aos alunos apresentar as suas resoluções e os seus raciocínios, e 
simultaneamente consolidar as suas aprendizagens, com base no confronto de ideias e 
raciocínios efectuados na realização da tarefa.  
O meu papel como professora foi o de negociar com os alunos as normas de gestão da 
actividade em grupo e no grupo turma, orientar as suas actividades e questioná-los de forma a 
promover discussões entre eles. No acompanhamento das suas actividades, procurei só intervir 
para desbloquear situações que se revelavam impeditivas de prosseguirem com o seu trabalho 
ou para despoletar novas discussões. Esta intervenção foi sempre acompanhada de uma 
observação atenta, sem pretensão de controlar ou direccionar os trabalhos por parte dos alunos, 
mas recorrendo a um processo de questionamento contínuo capaz de despertar nos alunos 
novas questões. 
Em todas as aulas desta intervenção pedagógica procurei que cada aluno assumisse um 
papel activo nas suas aprendizagens, enquanto co-construtor do seu conhecimento. Para que 
este papel se estendesse a todos os alunos, o trabalho realizado em grupo foi discutido primeiro 
entre todos os elementos do grupo e só depois solicitavam a minha ajuda. Dentro de cada grupo 
os alunos estabeleceram quem seria o seu porta-voz. No entanto, qualquer um dos elementos 
podia intervir sempre que considerasse que havia ideias que não tinham sido devidamente 
consideradas. Para promover a discussão das conclusões no grupo turma, as actividades foram 
apresentadas por cada grupo à turma e as sínteses dessas actividades foram registadas no 
quadro e/ou em acetatos.  
 
3.3.  Participantes 
A Escola onde decorreu este estudo situa-se no distrito de Braga e recebe alunos da 
maioria das freguesias da sede do concelho ao qual pertence. Com a designação de Escola 
Secundária com terceiro ciclo, comporta um total de 1667 alunos/formandos, sendo 165 do 3.º 
ciclo (seis turmas); 1111 do ensino secundário dos quais 673, divididos por 25 turmas, são dos 
cursos científico-humanísticos; 404, divididos por 19 turmas são dos cursos profissionais; 34, 
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divididos por duas turmas são do curso tecnológico; 42 formandos em cursos de educação e 
formação de adultos do ensino básico tipo 3; 293 nos cursos de educação e formação de 
adultos tipo 1; oito no curso de educação e formação tipo 6 e 48 no ensino secundário 
recorrente tipo 3. Do conhecimento acerca das habilitações literárias dos Encarregados de 
Educação, em média, cerca de 29% possuem o 3.º ciclo; 22% o 2.º ciclo; 21% o ensino 
secundário; 17% o 1.º ciclo e 11% o ensino superior. Relativamente à actividade profissional que 
desenvolvem, verifica-se que a distribuição por categorias profissionais se divide em cerca de 
46%, operários, artífices e trabalhadores da indústria; 23%, quadros superiores, dirigentes e 
profissões intelectuais; 20%, serviços e comércio; 6%, técnicos e profissões de nível intermédio; 
3%, trabalhadores não qualificados e 2% agricultura e trabalho qualificado da agricultura e 
pescas. No que diz respeito às tecnologias, constatou-se que mais de metade dos alunos têm 
computador em casa e destes, cerca de 76%, têm acesso à Internet. Tendo em conta as 
características da população escolar, pode dizer-se que a escola tem uma oferta 
educativa/formativa abrangente, procurando articular com as necessidades das empresas 
envolventes no sentido de proporcionar aos seus alunos a formação em contexto de trabalho e 
possibilidade de saídas profissionais (Projecto Educativo da Escola).  
A direcção da escola mostrou abertura para a realização deste estudo. Das duas turmas 
do 10.º ano que leccionava, no ano lectivo de 2009/10, optei pela turma da qual era directora 
de turma pela relação de proximidade que tinha com os encarregados de educação destes 
alunos. Trata-se de uma turma do curso de Ciências e Tecnologias, composta por 24 alunos, 13 
do sexo feminino e 11 do sexo masculino, com uma média de idades de 15 anos. A maioria 
destes alunos era proveniente de freguesias vizinhas e apenas uma pequena parte vivia na 
cidade. A maioria dos Encarregados de Educação possui como habilitações literárias o 2.º ciclo 
do ensino básico, seis deles possuem o ensino secundário e quatro são licenciados. O nível 
socioeconómico das famílias é considerado médio. 
Dos 26 alunos da turma, seis apresentam uma retenção ao longo do seu percurso 
escolar e nenhum deles transitou para o 10.º ano com nível inferior a três à disciplina de 
Matemática. No final do 3º ciclo, destes 26 alunos, nove obtiveram aprovação à disciplina de 
Matemática com nível 3, doze com nível 4 e cinco com nível 5. A maioria dos alunos obteve nível 
4 na classificação de Exame Nacional, havendo apenas um aluno que obteve classificação de 
nível dois. Dos 26 alunos da turma, 18 refere a Matemática como a sua disciplina preferida e 
seis apontam-na como a disciplina onde sentem mais dificuldades. Todos os alunos exprimem a 
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sua intenção de prosseguir estudos até ao ensino superior. Quanto aos hábitos e métodos de 
estudo e de trabalho, os alunos tendem a assumir que não possuem hábitos de estudo 
autónomo extra aula. Ao longo do 1.º período, tempo que antecedeu a realização deste estudo, a 
maior parte dos alunos revelou um ritmo de trabalho lento e pouco adequado ao nível de ensino 
que frequentavam. Em termos gerais, o comportamento dos alunos da turma foi bom, embora 
alguns deles fossem, por vezes, conversadores e desconcentrados.  
De entre os 26 alunos da turma, três deles foram seleccionados para constituir cada um 
deles um estudo de caso. A selecção desses alunos teve como critério que fossem alunos de 
diferentes níveis de desempenho escolar: bom desempenho, desempenho médio e desempenho 
fraco. O desempenho dos alunos teve em conta os critérios de avaliação definidos no meu grupo 
disciplinar que contemplavam a componente cognitiva e a sócioafectiva: (1) desempenho fraco: 
aluno com classificação entre 1 e 9 valores; (2) desempenho médio: aluno com classificação 
entre 10 e 15 valores; e (3) desempenho bom: aluno com classificação entre 16 e 20 valores. 
Dentro desta escala de valores e de acordo com a avaliação no final do 1.º período, o aluno 
seleccionado como aluno fraco obteve classificação de 7 valores; o aluno de desempenho médio 
obteve classificação de 13 valores; e o aluno de desempenho bom obteve classificação de 17 
valores.  
Dentro de um conjunto de alunos que se enquadravam nesta escala, optei por Rute, 
Sílvia e Rui, pela percepção que tive no decorrer do estudo acerca da pertinência da informação 
que recolhi de cada um deles. Só no final da intervenção pedagógica é que comuniquei aos 
alunos quem foram os seleccionados. Com este procedimento, procurei que todos estivessem o 
mais empenhados possível nas tarefas realizadas uma vez que, desde o início, se mostraram 
entusiasmados com a ideia de colaborarem. 
 
3.4.  Métodos de recolha de dados 
A recolha de dados deste estudo foi obtida com recurso a diferentes técnicas, tais como 
questionário, teste, entrevista e análise documental, que segundo Tuckman (2000) e Yin (2005) 
são adequadas para utilizar num processo de estudo de caso. Esta diversidade de fontes de 
dados, segundo estes autores, permite adquirir informações relacionadas com as questões de 
investigação, cabendo ao investigador adequá-las ao objectivo a atingir em cada momento. 
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A recolha de dados decorreu em três momentos distintos: antes da intervenção 
pedagógica, durante a intervenção pedagógica e após a intervenção pedagógica. Antes da 
intervenção pedagógica, os alunos responderam a um questionário e a um teste (Pré-teste). 
Durante a concretização da intervenção pedagógica, recolhi documentos escritos produzidos 
pelos alunos na resolução das tarefas propostas; gravei as aulas em áudio, que foram 
transcritas; e registei notas de campo. Após a intervenção pedagógica, todos os alunos 
responderam ao teste que tinham respondido inicialmente (Pós-teste) e os três alunos que 
constituem os estudos de caso foram submetidos a uma entrevista semi-estruturada. Procurei 
assim recolher informação diversificada que me permitisse, na fase da sua análise, uma 
descrição detalhada do objecto de estudo (Merriam, 1988). 
 
3.4.1. Questionário 
Para Rojas (2001), o questionário é um meio útil e eficaz para recolher informações 
relativas a uma ou mais variáveis num curto espaço de tempo. Se a celeridade com que permite 
obter um significativo conjunto de informações, de vários sujeitos, é uma vantagem, para este 
autor, a possibilidade dada ao sujeito de fazer a sua própria interpretação das questões e de 
ocultar alguns factos de forma deliberada, pode ser uma das desvantagens deste instrumento de 
recolha de dados. O autor considera que, para se elaborar um bom questionário, implica 
delinear uma lista de variáveis que se consideram importantes podendo considerar-se questões 
abertas, fechadas ou mistas.  
O questionário usado nesta investigação pode ser caracterizado como Questionário Misto 
de acordo com Rojas (2001), contemplou questões de resposta aberta e questões de resposta 
fechada. As questões de resposta fechada seguiram a tipologia da Escala de Likert – escala para 
medir atitudes, que consiste num conjunto de afirmações ou juízos perante as quais o sujeito 
reage favorável ou desfavoravelmente, positiva ou negativamente, ou manifesta a sua ausência 
de opinião. A escala elaborada para este Questionário teve por base cinco alternativas de 
resposta relativas ao grau de concordância que cada aluno possui desde 1 – Discordo 
Totalmente, 2 – Discordo Parcialmente, 3 – Não tenho Opinião, 4 – Concordo Parcialmente, até 
5 – Concordo Totalmente.   
Em função dos objectivos deste estudo, optei por elaborar um Questionário com base 
em três dimensões: Parte1 – Opiniões sobre a disciplina de Matemática; Parte 2 – Opiniões 
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sobre métodos de trabalho e de estudo; e Parte 3 – Recursos tecnológicos utilizados nos 
métodos de trabalho e de estudo. A Parte 1, composta por oito questões, sete de resposta 
fechada ou curta e uma de resposta aberta; a Parte 2, composta por seis questões de resposta 
fechada, acompanhadas de espaço para justificação da opção tomada; e a Parte 3, composta 
por quatro questões de resposta aberta. Esta conjugação do tipo de resposta permite ao 
investigador, segundo Patton (1990), aperceber-se do grau de importância atribuído pelo sujeito, 
no caso das respostas serem fechadas ou semiabertas, e aperceber-se da forma como o sujeito 
vê as coisas, no caso das respostas abertas.  
Finalmente, o Questionário usado nesta investigação passou ainda por uma fase de 
validação, feita por dois docentes da área da investigação em Educação Matemática e, de acordo 
com as suas sugestões, as questões iniciais foram reformuladas no intuito de melhor responder 
ao objectivo do estudo. As principais alterações ocorreram ao nível da estrutura das questões, de 
modo a não tornar o Questionário demasiado extenso e fastidioso para os respondentes.  
 
3.4.2. Teste 
Um dos instrumentos utilizados neste estudo foi um Teste, aplicado em dois momentos 
diferentes da intervenção pedagógica em contexto de sala de aula na minha presença. O teste 
aplicado antes da intervenção pedagógica, designado de Pré-teste, teve por objectivo colocar aos 
alunos um conjunto de questões para percepcionar o nível de desenvolvimento de alguns 
aspectos relacionados com o seu pensamento algébrico. O teste aplicado após a intervenção 
pedagógica, designado de Pós-Teste, teve por finalidade recolher as respostas dos alunos às 
mesmas perguntas feitas anteriormente no Pré-Teste. Apesar deste estudo não ser de carácter 
quantitativo, segundo Hadji (2003) e Figari (1996) o processo de avaliação deve ser temporal 
passando por três momentos distintos, o antes, o durante e o depois. Neste sentido, Figari 
(1996) considera que esta temporalidade permite, ao longo do estudo, abranger as dimensões 
do que é induzido, do que é construído e do que é produzido. Estas dimensões são, para este 
autor, indissociáveis, o que confere legitimidade umas às outras e acaba por originar novos 
dados que permitem melhor compreensão do induzido. Assim, com base na perspectiva destes 
autores, procurei através da comparação das respostas dadas no Pré-teste com as dadas no 
Pós-teste, compreender se houve evolução relativa ao desenvolvimento do pensamento algébrico 
dos alunos. 
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O teste foi construído com base em questões que resultam de estudos realizados por 
autores como Arcavi (1994, 2005), Kieran (1992), Kuchemann (1978) e Steele e Johanning 
(2004). O teste foi validado por dois docentes da área da investigação em educação matemática. 
De acordo com as suas sugestões e tendo em conta o objectivo do estudo e a estratégia 
delineada para a intervenção pedagógica, às oito questões iniciais começaram por ser 
acrescentadas mais três. Após cuidada análise de todas as questões, algumas foram 
reestruturadas e outras substituídas acabando por se apresentar uma versão final com 10 
questões. As questões 1a), 2 e 4 dizem respeito à categoria “Estabelecer relações”; as questões 
5, 7, 8, e 9, à categoria “Analisar relações”; e as questões 1b), 1c), 3, 6 e 10, à categoria 
“Extensão a novas situações”. 
 
3.4.3. Entrevista 
Uma das fontes mais importantes de informação para um estudo de caso, segundo Yin 
(2005), é a entrevista. Para este autor, as informações obtidas por este meio devem sempre ser 
articuladas com dados obtidos através de outras fontes. O autor refere ainda que quando o 
entrevistado não se opõe, a gravação da entrevista fornece uma informação mais exacta, pois 
permite trabalhar as informações mais tarde sem perdas de memória e enviesamentos 
provocados pelo passar do tempo e pela influência do próprio investigador. Na perspectiva de 
Bogdan e Biklen (1994), a entrevista permite recolher dados descritivos na linguagem do 
entrevistado, tentando perceber a forma como este pensa e interpreta determinados aspectos. 
Após a intervenção pedagógica realizei uma entrevista, que foi áudio gravada, a cada um 
dos três alunos que constituem os estudos de caso. Informei-os previamente do objectivo da 
entrevista e seguindo um guião semi-estruturado (Anexo 20) procurei que as questões fossem 
comuns aos três alunos, embora pudesse aprofundar temas ou introduzir novas questões que 
emergissem com o desenrolar da conversa (Bogdan & Biklen, 1994). O guião da entrevista é 
estruturado por tarefas sobre os conceitos estudados, por questões sobre a estratégia e os 
recursos tecnológicos utilizados, numa perspectiva de tentar compreender a evolução de 
aspectos do pensamento algébrico dos alunos ao longo do estudo. 
As entrevistas foram transcritas por mim, o mais próximo da sua realização para que 
fossem o mais fiel possível àquilo que os entrevistados transmitiram. Ao desempenhar o duplo 
papel de investigadora e de professora, foi-me possível esclarecer as dúvidas que foram surgindo 
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no processo de transcrição das entrevistas, por poder clarificar um aspecto ou outro com os 
alunos.  
 
3.4.4. Análise documental 
A informação que advém da análise de documentos é, segundo Yin (2005), uma fonte 
de recolha de dados: (1) estável, por poder ser revista várias vezes sem sofrer alterações; (2) 
exacta, pois contém nomes, referências e detalhes de um acontecimento; (3) de ampla 
cobertura, pois decorre ao longo de largos períodos de tempo, abrange muitos acontecimentos e 
muitos ambientes distintos. Neste estudo foram analisados vários documentos como o Projecto 
Educativo da Escola, a Ficha Síntese de caracterização da turma, as Fichas Biográficas dos três 
alunos do estudo de caso, que me permitiram fazer a caracterização dos participantes e da 
escola, e notas de campo registas por mim. 
De acordo com o objectivo deste estudo, o desenvolvimento do pensamento algébrico de 
alunos do 10.º ano de escolaridade, analisei a informação proveniente do questionário, do teste 
(Pré-Teste e Pós-Teste) e dos trabalhos produzidos pelos alunos, que resultam das suas 
actividades nas tarefas que lhes foram propostas no ensino do tema das Funções, e dos registos 
áudio−gravados que efectuei ao longo da intervenção pedagógica. Analisei ainda os documentos 
resultantes das transcrições das gravações das entrevistas e ainda as notas de campo, onde 
constavam as minhas reflexões e anotações de comentários ou intervenções dos alunos em 
conversas por vezes informais. Quer na elaboração das reflexões nas notas de campo, quer na 
análise dos registos áudio-gravados que foram todos transcritos, foi importante o duplo papel 
que acumulei — investigadora e professora — dado que me possibilitou observar as actividades 
dos alunos, de modo a complementar os factos decorridos com a minha percepção dos 
acontecimentos. Segundo Gall, Gall e Borg, (2003), a informação que se obtém através da 
observação possibilita ao investigador aperceber-se, através do seu próprio olhar, das situações 
que vão ocorrendo. Apesar de Bogdan e Biklen (1994) e Yin (2005) julgarem que a informação 
obtida por observação pode trazer algumas condicionantes, consideram-na uma forma 
privilegiada de recolher dados. Na perspectiva destes autores, por me encontrar inserida no 
ambiente natural do estudo, tive a oportunidade de perceber a realidade sob o ponto de vista 
interno, fazendo retratos cuidados do fenómeno em estudo e completar as informações 
recolhidas pelos outros instrumentos utilizados, tendo o cuidado acrescido de não incorrer na 
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tendência de assumir ou defender posições que colocassem em causa o rigor científico do 
estudo. 
Como afirma Yin (2005), o recurso aos diferentes documentos serviu para reforçar e 
valorizar evidências provenientes de outras fontes, assumindo um papel preponderante no 
trabalho de campo. Para melhor compreender o tipo de documentos analisados, os 
instrumentos foram codificados segundo o apresentado no Quadro 5:  
 
Quadro 5. Codificação dos instrumentos de recolha de dados. 
Instrumentos Codificação 
Questionário (Q) 
Pré-Teste 
Pós-Teste 
(PréT) 
(PósT) 
Registos escritos dos alunos 
Registos áudio gravados dos alunos 
REAi∈{1,2,…,18} 
RAAi∈{1,2,…,18} 
Entrevista (E) 
Notas de campo NC_data da anotação 
 
Os documentos produzidos pelos alunos resultaram da resolução dos problemas que 
lhes foram sendo propostos ao longo das aulas. Foram analisados conjuntamente com as 
transcrições e a observação das aulas de forma a melhor compreender os processos de 
raciocínio usados pelos alunos na realização dos problemas propostos. As várias notas que 
registei ao longo do estudo, assim como as minhas reflexões sobre o observado no trabalho de 
campo, permitiram complementar a informação recolhida e cruzá-la com dados obtidos pelas 
outras fontes. Registei anotações acerca das actividades desenvolvidas pelos alunos, quanto ao 
conceito matemático trabalhado, ao tempo gasto na resolução da tarefa, à descrição dos 
principais momentos da aula, à descrição das principais dificuldades, quer sentidas pelos alunos 
quer sentidas por mim. Fiz ainda o balanço de cada aula, verificando o cumprimento ou não dos 
objectivos propostos e a adequação do modo de trabalho utilizado. 
Estes registos, segundo Bogdan e Biklen (1994), constituem um instrumento importante 
a considerar na recolha de dados num estudo de caso e as observações retiradas do trabalho 
que foi desenvolvido ao longo das dezoito aulas em que decorreu o estudo, transformaram-se no 
“relato escrito daquilo que o investigador ouviu, viu, experienciou e pensou no decurso da 
recolha” (p. 136).  
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3.5.  Análise de dados 
Tendo em conta a natureza qualitativa do estudo, e o seu carácter descritivo e 
interpretativo, procurei dar significado aos dados recolhidos. Bogdan e Biklen (1994) consideram 
que a análise dos dados é a actividade do investigador na procura e organização da informação 
de que dispõe, com o objectivo de a tornar perceptível aos outros e de obter conhecimento. Os 
dados recolhidos foram sendo organizados ainda durante a fase empírica do estudo. Os 
documentos foram agrupados por data de recolha, incluindo as transcrições das aulas 
observadas e, posteriormente, foram reorganizados separadamente por cada um dos alunos que 
constituem os estudos de caso.  
Após uma primeira leitura de toda a documentação reunida, procurei “examinar, 
categorizar (…) recombinar as evidências (….) para tratar as proposições iniciais” do estudo (Yin, 
2005, p. 137). Com esta leitura fragmentei a informação recolhida na procura de regularidades 
com a preocupação de não retirar o sentido conferido pelos participantes. Novas leituras a estes 
fragmentos permitiram-me, de acordo com o objectivo e as questões de investigação, que os 
dados se reduzissem em torno das seguintes categorias que, como defendem Miles e Huberman 
(1994), procuram ordenar, organizar e sistematizar a informação: aspectos do pensamento 
algébrico, perspectivas sobre a resolução de problemas e perspectivas sobre o uso das TIC. 
Em cada uma destas categorias, a informação é apresentada segundo o momento em 
que foi recolhida: (i) antes da intervenção pedagógica; (ii) durante a intervenção pedagógica; e 
(iii) após a intervenção pedagógica. Na categoria “Aspectos do pensamento algébrico”, cada um 
destes momentos procura descrever o percurso de cada um dos alunos, no estudo do tema de 
Funções, que constituem os estudos de caso relativamente aos aspectos do pensamento 
algébrico que emergem das perspectivas de Fiorentini et al. (1993, 2005a), Kaput (1999), 
Kieran (1989, 1992, 1996) e Lins e Gimenez (1997): 
 
(1) Estabelecer relações: interpretar informação de enunciados escritos ou de 
gráficos; escrever expressões com recurso a letras; inferir relações por 
concretização numérica de letras. 
(2) Analisar relações: identificar o papel das letras numa expressão; estabelecer 
novas relações a partir da análise de relações já estabelecidas; transformar 
expressões; elaborar e aceitar/refutar conjecturas. 
(3) Fazer extensões a novas situações: generalizar relações; aplicar as relações 
encontradas a novas situações; modelar situações matemáticas e da vida 
real; reconhecer a utilidade de modelos.  
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A análise de dados, em cada um dos estudos de caso, inclui registos escritos, registos 
áudio−gravados das actividades dos alunos e notas de campo da investigadora, o que permite 
ao leitor apreender os acontecimentos e os contextos deste estudo e validar as inferências 
efectuadas (Gall et al., 2003). Durante todo o processo da análise dos dados, tive a preocupação 
de não acrescentar significados ou comentários aos textos originais, nem alterar o seu sentido, 
assim como procurei que a informação proveniente da fragmentação efectuada a esses textos 
fosse compreensível quando lida fora do contexto em que está inserida. 
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CAPÍTULO 4 
 ESTUDO DE CASO SOBRE SÍLVIA 
Sílvia é uma aluna com 15 anos que frequenta o 10.º ano de escolaridade do curso de 
Ciências e Tecnologias, numa escola secundária de um concelho do distrito de Braga. É 
proveniente de uma escola básica de uma freguesia deste concelho, onde realizou o 2.º e o 3.º 
ciclo do ensino básico, designada como escola de intervenção prioritária, por abranger alunos 
oriundos de diferentes etnias e com alguns problemas sociais envolventes. Por razões familiares, 
órfã de mãe, e logísticas, vive durante a semana com a avó paterna para ter um melhor acesso à 
escola. O seu pai e a sua avó possuem como habilitações literárias o ensino secundário e a nível 
socioeconómico revelam ter as condições indispensáveis para que Sílvia possa aceder aos 
recursos necessários para a sua actividade escolar. 
Ao longo do seu percurso escolar, esta aluna nunca foi alvo de nenhuma retenção e 
obteve sempre um desempenho médio alto a todas as disciplinas, o que reflecte a variação das 
suas classificações entre o nível 3 e o nível 5. Relativamente à disciplina de Matemática, obteve 
no final do 9.º ano nível 5 na classificação interna e nível 4 no exame nacional. No presente ano 
lectivo, no final do 1.º período o seu desempenho traduziu-se numa classificação de treze 
valores. Apesar desta classificação indiciar tratar-se de uma aluna média, Sílvia manifestou-se 
sempre interessada, empenhada e participativa tanto nas tarefas propostas na aula como nas 
tarefas propostas extra-aula. 
A aluna manifesta uma relação de simpatia com a disciplina de Matemática quando 
afirma que “gosto de matemática porque gosto da matéria; (…) é uma disciplina fundamental 
para o percurso académico e para as nossas profissões; (…) é importante no meu dia-a-dia para 
resolver problemas” (Q). O apreço que Sílvia revela pela disciplina de Matemática não indicia 
que deriva de alguma experiência marcante que vivenciou ao longo do seu percurso escolar: “no 
8.º ano tive uma experiência negativa quando tive uma professora que faltava quase sempre e 
não acabámos de dar a matéria; no 9.º ano tive uma experiência positiva quando mudei de 
professora e ela utilizava os quadros interactivos” (Q). 
A estima que a aluna nutre pela disciplina de Matemática parece dever-se à sua 
consciencialização da importância que esta disciplina tem na sua vida futura. 
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4.1.  Aspectos do pensamento algébrico  
4.1.1.  Estabelecer relações 
Antes da intervenção pedagógica. Na transição do estudo da Geometria para o 
estudo das Funções, Sílvia revela ser capaz de interpretar enunciados de problemas próximos 
dos que são trabalhados no 3.º ciclo, como se verifica, por exemplo, na determinação do 
perímetro de triângulos escalenos formados em função da variação conjunta dos comprimentos 
dos seus lados (Figura 1): 
 
 
Figura 1 – Resolução da Questão 1a) (PréT). 
 
Na interpretação que faz, a aluna traduz essa variação através de uma representação 
pictórica de um triângulo, mais próxima da forma de um triângulo isósceles do que escaleno, e 
da correspondente representação simbólica. Em ambas as representações distingue a variação 
das dimensões dos lados do triângulo recorrendo às respectivas expressões literais, designando 
a quantidade desconhecida pela letra x . Embora traduza a soma de dois termos idênticos, 
x x+ , pelo dobro de um dos termos, 2x , representa o dobro desse termo pelo seu quadrado. 
Sílvia transforma a adição numa multiplicação, o que parece resultar da conexão irreflectida que 
estabelece entre conceitos matemáticos.  
Na tradução de enunciados de problemas, a aluna atribui sentido às letras, como 
exemplifica a relação que estabelece entre as variáveis que representam o número de alunos e 
de professores de uma dada escola (Figura 2):  
 
 
Figura 2 – Resolução da Questão 2 (PréT). 
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Porém, na representação simbólica que traduz a sua interpretação a aluna inverte a 
posição das variáveis porque as escreve segundo a ordem como aparecem no texto. Sílvia 
parece entender as letras como objectos ou como nome de objectos, o que a impede de 
manipular mentalmente a informação dos dados que retira do enunciado. A aluna revela não ter 
hábitos de confrontar as relações que expressa com o significado que elas adquirem na 
interpretação do enunciado de um dado problema. 
A forma acrítica como determina relações através de expressões algébricas, também se 
verifica nas ligações que estabelece entre as diferentes representações de conceitos 
matemáticos, como se observa na interpretação que Sílvia faz da informação que retira de 
gráficos de Funções que estudou no 3.º ciclo (Figura 3): 
 
 
Figura 3 – Resolução da Questão 4 (PréT). 
 
Reconhece a representação que traduz uma Função Constante e uma Função de 
Proporcionalidade Inversa, mas não reconhece a representação de uma Função de 
Proporcionalidade Directa. Aparenta conhecer estas noções, mas a sua tradução gráfica parece 
ser a causa do seu conflito cognitivo. Na situação que traduz uma Função Constante identifica a 
relação entre os valores de y  e de x , mas não tem presente que um gráfico que representa 
grandezas directamente proporcionais é uma recta que passa na origem e não uma recta 
horizontal. A designação que dá a esta situação parece dever-se à ideia que tem sobre a razão 
constante entre os valores de y  e de x . Essa confusão também se verifica na interpretação que 
faz do gráfico de uma situação de Proporcionalidade Directa, o que a leva a ligar o requisito 
constante aos valores que as variáveis x  e y  podem assumir, em vez de estabelecer a relação 
entre os valores destas variáveis. 
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Durante a intervenção pedagógica. No início do estudo do tema das Funções, Sílvia 
mostra ter presente a noção de Função, enquanto “algo que relaciona duas variáveis como o x e 
o y , sendo x  o objecto e y  a imagem” (RAA5), e da forma de a representar através de um 
diagrama sagital. Na revisão das noções sobre as Funções estudadas no 3.º ciclo, a aluna 
evidencia também a sua aptidão para interpretar a informação de um gráfico (Anexo 7). No 
relatório que elabora sobre a variação do valor das acções de uma empresa na bolsa, identifica e 
relaciona pontos relevantes do gráfico que traduz essa variação (Figura 4):  
 
 
Figura 4 – Resolução da Tarefa “Empresa na Bolsa”. 
 
Da relação que estabelece entre as variáveis dia e euro, a aluna reconhece que essa 
relação não diz respeito somente à empresa mas sim à variação desta em função da média de 
outras três empresas, o que lhe permite “ver se estava abaixo da média ou não (…) das outras 
empresas” (RAA5). 
 Partindo desta análise, institui outras relações da mesma Função que apresenta num 
quadro de sinal e num quadro de variação (Figura 5): 
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Figura 5 – Resolução da Tarefa “Empresa na Bolsa”. 
 
Sílvia recorre à linguagem simbólica para representar, no quadro de sinal, as imagens 
por ( )f x  sem se aperceber que designa os objectos pela letra f  em vez da letra x . A aluna 
indicia assim não distinguir a letra que representa o processo de transformação, da letra que 
representa o transformado por esse processo. Por outro lado, no quadro de variação altera essa 
simbologia por expressões da linguagem corrente por contextualizarem o problema: “em cima 
era sinal negativo ou positivo e eu fiz com coisas da matemática; em baixo como era se as 
acções crescem ou descem eu pus com os nomes da vida real” (RAA5). 
Ao transferir a informação do gráfico para uma tabela, Sílvia revela entender o 
significado do sinal de uma Função, ao evitar repetir intervalos de valores onde a Função tem 
sempre o mesmo sinal: 
 
O 1.º valor é o 1 e vamos parar no 3… Porque aí é quando, nesse dia, as acções 
ficam no zero…é neutro…não é mais nem menos. O próximo valor… 5 ou 
7!...pode ser 5 mas como é positivo até ao 7 não faz sentido...é positivo, 
positivo, não vale a pena repetir. (RAA5) 
 
Com o decorrer do estudo a aluna estabelece outras relações, como por exemplo, a que 
relaciona as medidas da largura e do comprimento de todos os rectângulos com área 2cm18 . 
Apresenta, numa tabela, para as medidas dos lados dos rectângulos os submúltiplos de 18 por 
serem “valores inteiros (…) normalmente quando são medidas de comprimento são valores 
certos” (RAA8). Na discussão com os seus colegas e com a professora reconhece que as 
dimensões do rectângulo também podem “ser números inteiros e decimais” (RAA8), embora só 
apresente valores inteiros para a variável independente porque “dos valores que obtive na tabela 
da calculadora tirei os valores esquisitos” (RAA8) (Figura 6): 
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Figura 6 – Resolução da Tarefa “A mesma área, muitos rectângulos”. 
 
Ao estabelecer a relação pretendida, Sílvia recorre às letras x  e y  por serem “as letras 
da calculadora” (NC_23/02/10). Embora obtenha alguns valores para estas variáveis que 
satisfazem a área dos rectângulos, o significado que atribui a estas letras é de representação dos 
lados desses rectângulos, em vez das medidas que esses lados podem assumir. 
A relação que estabelece permite-lhe determinar a variação dos comprimentos desses 
rectângulos quando a largura assume valores muito próximos de zero, ou quando a largura 
aumenta indefinidamente (Figura 7):  
 
 
Figura 7 – Resolução da Tarefa “A mesma área, muitos rectângulos”. 
 
Ao atribuir valores a uma das variáveis apercebe-se da infinidade de rectângulos 
equivalentes que pode obter: “1 está para 18 como o dobro de 18 está para metade de 1; 18 a 
dividir por 0,1 é 180; 18 a dividir por 0,0005; (…) vamos pôr outro, 10 a dividir por 0,0002 (…) 
chega de exemplos” (RAA8).  
Das relações que estabelece entre as variáveis que formam uma expressão algébrica, 
Sílvia sente, por vezes, a necessidade de as concretizar para perceber o efeito da variação de 
uma delas em função da variação dos valores da outra. O mesmo acontece na relação que 
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estabelece entre a variação dos parâmetros e a forma da imagem geométrica de Funções 
quadráticas (Figura 8): 
 
 
Figura 8 – Resolução da Tarefa “Influência dos parâmetros ”. 
 
Recorrendo a uma calculadora, a aluna apercebe-se que, independentemente dos 
valores da variável independente, é a variação dos valores que atribui aos parâmetros que 
influencia a transformação dos gráficos das Funções quadráticas da mesma família. No estudo 
que realiza, acerca da influência dos parâmetros, Sílvia indicia compreender essa influência, 
embora não esgote todas as possibilidades. Por exemplo, no caso do parâmetro a  ser nulo não 
considera todas as situações que pode obter. A aluna dá a entender que a consideração de um 
número limitado de casos é suficiente para inferir conclusões sobre conceitos matemáticos. 
 
Após a intervenção pedagógica. Em comparação com as respostas que deu no Pré-
teste, Sílvia altera, no Pós-teste, a forma como respondeu à maior parte das questões relativas à 
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capacidade de estabelecer relações. Uma das questões onde se verifica essa mudança é a que 
diz respeito à relação que estabelece entre os lados de um triângulo escaleno e a expressão do 
respectivo perímetro (Questão 1, Anexo 4). A aluna distingue, quer na representação pictórica, 
mais próxima de um triângulo escaleno do que a de um isósceles como esboçou no Pré-teste, 
quer na representação simbólica da situação dada, a representação do dobro de uma dada 
quantidade da representação do seu quadrado, o que não se verificou no Pré-teste (Figura 9): 
 
 
Figura 9 – Resolução da Questão 1a) (PósT). 
 
A evolução que manifesta em representar algebricamente a informação que retira dos 
enunciados de problemas reflecte-se também na forma como estabelece a relação entre as 
variáveis, sem atender à ordem como interpreta na leitura que faz de enunciados de problemas 
(Figura 10): 
 
 
Figura 10 – Resolução da Questão 2 (PósT). 
 
Ao apresentar duas expressões equivalentes revela compreender a relação que 
estabelece e a dependência entre as variáveis. A compreensão da dependência da variação dos 
valores de uma variável em função da variação dos valores de uma outra também se verifica na 
interpretação que Sílvia faz da informação que retira da leitura de gráficos (Figura 11): 
 
 
Figura 11 – Resolução da Questão 4 (PósT). 
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Em comparação à resposta que deu no Pré-teste, Sílvia tenta traduzir, no Pós-teste, a 
relação entre as variáveis representada graficamente na correspondente representação 
algébrica. Na situação que representa uma Função Constante não refere apenas que os valores 
de y  são constantes em função dos valores de x , como fez no Pré-teste, mas identifica a 
relação que há entre os valores destas variáveis. Na situação que representa uma Função de 
Proporcionalidade Inversa, que identifica, não escreve a relação entre as variáveis x  e y por 
não conhecer a constante de proporcionalidade. A atenção que manifesta ter nesta situação não 
se verifica na forma como traduz a relação entre grandezas directamente proporcionais. Ao 
associar o gráfico que representa estas grandezas à Função Identidade, manifesta preocupar-se 
mais em apresentar uma expressão do que atender à inclinação da recta.  
Após o estudo Sílvia manifesta essa preocupação, depois de interpretar o enunciado e 
responder em termos de números às primeiras questões, apresenta uma expressão para 
generalizar a relação que estabelece entre dois números que diferem entre si 10unidades 
(Figura 12):  
 
 
Figura 12 – Resolução da T1 (E). 
 
Na expressão que apresentou não coloca parênteses e não reconhece que esse facto 
altera o valor do resultado. Contudo, refere não ter resolvido a equação porque: tentei ir pela 
expressão, porque acho que é mais fácil fazer a relação. Este tem que ser igual a este, basta pôr 
aqui mais 10 e isto significa que é superior a dez valores!” (E) 
 
4.1.2. Analisar relações 
Antes da intervenção pedagógica. Na tradução do significado que as letras 
assumem nas expressões algébricas, Sílvia identifica os diferentes papéis que estas assumem 
mas não os distingue (Figura 13): 
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Figura 13 – Resolução da Questão 5 (PréT). 
 
Ao considerar que as letras representam um número ou um valor desconhecido, que 
designa de incógnita, não distingue o papel que as letras podem assumir − parâmetro, incógnita 
ou variável − conforme surjam numa fórmula, expressão ou equação.  
A noção que Sílvia mostra ter sobre o uso de letras nas relações entre expressões surge 
associada à ideia de que letras diferentes representam valores diferentes (Figura 14): 
 
 
Figura 14 – Resolução da Questão 8 (PréT). 
 
A aluna indicia que reduziu a equação dada à forma py = . Ao traduzir uma igualdade 
entre letras e não uma igualdade entre uma letra e um número não considera que essa 
igualdade tem uma infinidade de soluções.  
A capacidade que Sílvia revela na simplificação de expressões algébricas inteiras já não 
é a mesma quando trabalha com expressões fraccionárias (Figura 15): 
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Figura 15 – Resolução da Questão 9 (PréT). 
 
A estratégia de resolução que segue passa por atribuir valores particulares às letras em 
vez de procurar relações entre os termos que lhe permitisse simplificá-los. Tem a noção de que 
para trabalhar com fracções precisa de ter o mesmo denominador, o que obtém sem considerar 
a ordem das letras, mas não se apercebe que poderia manipular as expressões do denominador 
para que isso acontecesse. A confusão generaliza-se ao manter o numerador e somar os 
denominadores. A atribuição de valores diferentes às letras indicia que, para a aluna, estas não 
assumem o mesmo valor no domínio que valida a expressão. 
Fruto da actividade que desenvolveu nos diferentes anos escolares, Sílvia revela 
capacidade para justificar as suas conjecturas (Figura 16): 
 
 
Figura 16 – Resolução Questão 7 (PréT). 
 
Perante o conhecimento do valor de uma expressão, apercebe-se da transformação que 
tem de fazer para determinar o valor de outra expressão. Exprime essa transformação em 
linguagem corrente, mas recorre à linguagem simbólica para dar significado à interpretação que 
efectuou.  
 
Durante a intervenção pedagógica. Com o decorrer da intervenção pedagógica os 
alunos “mostram uma maior preocupação para justificar os processos que realizam nas suas 
actividades” (NC_22/02/10) 
 No caso de Sílvia, essa preocupação verifica-se, por exemplo, na resolução do problema 
que solicita a determinação do valor que traduz a mesma temperatura em graus Celsius e em 
graus Fahrenheit (Figura 17):  
 80 
 
Figura 17 – Resolução da Tarefa “Valores coincidentes”. 
 
Os valores que atribui a uma das variáveis resultam da análise que faz dos resultados 
que obtém, o que lhe permite aperceber-se do sentido da variação dos valores dessa variável, de 
modo a obter a mesma temperatura nas duas escalas.  
A capacidade de analisar relações também se verifica quando Sílvia estabelece novas 
relações a partir de uma dada relação. É o que se verifica, por exemplo, no problema “Vinho do 
Porto” (Anexo 19) (Figura 18): 
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Figura 18 – Resolução da Tarefa “Vinho do Porto”. 
 
A partir da análise de uma relação numérica que determina a idade do Vinho do Porto, a 
partir da mistura de vinhos de idades diferentes, a aluna identifica o termo que corresponde à 
variável, estabelece novas relações e resolve a equação que estabelece.  
 
Após a intervenção pedagógica. Nas respostas que dá no Pós-teste, relativamente 
às quatro questões consideradas de análise de relações, Sílvia mantém a resposta a duas delas 
(Questões 5 e 8) e altera a resposta que deu no Pré-teste às restantes duas (Questões 7 e 9). 
Uma das respostas que mantém é sobre o papel que as letras desempenham em diferentes 
expressões (Questão 5, Anexo 4). A aluna continua a considerar, tal como o fez no Pré-teste, que 
as letras, independentemente do papel que desempenham numa expressão, representam 
incógnitas.  
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A outra questão em que mantém a sua resposta é a que diz respeito à determinação do 
número de soluções de uma equação com várias letras (Questão 8, Anexo 4). Embora reduza os 
termos dessa equação, tal como o fez no Pré-teste, continua a considerar que letras diferentes 
não podem assumir o mesmo valor (Figura 19):  
 
 
Figura 19 – Resolução da Questão 8 (PósT). 
 
A aluna tende a considerar que as letras possuem uma identidade própria que as 
distingue, cuja característica transfere para os valores que podem assumir.  
Nas respostas que altera no Pós-teste em relação às que apresenta no Pré-teste, Sílvia 
revela uma preocupação em apresentar as suas justificações numa linguagem mais formal. Por 
exemplo, na Questão 7, enquanto no Pré-teste determina o valor de uma dada expressão a partir 
da relação que analisa entre esta e o valor de outra expressão, no Pós-teste opta por resolver a 
equação para determinar o valor da incógnita e, de seguida, determina, por substituição, o 
resultado pretendido (Figura 20): 
 
 
Figura 20 – Resolução Questão 7 (PósT). 
 
Esta estratégia de resolução parece dever-se ao hábito de resolver equações através da 
aplicação das regras sem considerar outras possibilidades de resolução: “gosto mais de justificar 
por cálculos do que por palavras. Acho que matematicamente é mais correcto, é mais certo” 
(NC_14/06/10). Na resolução da equação, o cuidado que a aluna tem de usar o símbolo de 
equivalente entre as equações parece induzi-la a usar o mesmo símbolo para unir a expressão 
algébrica à expressão numérica que resulta da substituição da incógnita pelo valor encontrado.  
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A capacidade que a aluna revela em simplificar expressões algébricas inteiras já não se 
observa, tal como no Pré-teste, na simplificação de expressões fraccionárias (Questão 9). Porém, 
no Pós-teste já não concretiza as variáveis tal como fez no Pré-teste (Figura 21): 
 
 
Figura 21 – Resolução da Questão 9 (PósT). 
 
Da análise da expressão, a aluna apercebe-se que a pode simplificar, 
independentemente dos valores que as diferentes letras possam assumir no domínio de validade 
da expressão. Sílvia não identifica que os denominadores são simétricos e simplifica a expressão 
sem considerar as regras da adição entre fracções e sem reparar que anula o denominador:  
 
Eu sei que para somar fracções é preciso o mesmo denominador. Não usei a 
regra porque a expressão era muito complicada e tinha muitas letras e 
baralhava-me. Tentei simplificar, pareceu-me um caso notável e como ab ba−  
é zero desaparece e fica só 22c  o que simplificava tudo. (E) 
 
Após a intervenção pedagógica Sílvia manifesta a sua preocupação em justificar as suas 
conjecturas. Por exemplo, na comparação dos volumes de cilindros obtidos a partir da mesma 
folha de papel, de formato A4, a aluna recorre à fórmula do volume dos cilindros para constatar 
a veracidade da sua resposta (Figura 22): 
 
 
Figura 22 – Resolução da T11 (E). 
 
Ao analisar os resultados que obtém, a aluna apercebe-se, contrariamente à sua 
percepção intuitiva, que é o raio da base do cilindro de menor altura que prevalece em relação à 
altura do cilindro com menor raio de base: “eu achei que iria ser menor o mais baixo, mas pode 
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ser também uma ilusão óptica. (…) Porque a base já tem lá o raio ao quadrado, ou seja, é um 
valor muito superior” (E). 
A preocupação de Sílvia de justificar as suas respostas observa-se, por exemplo, na 
discussão do valor lógico de afirmações matemáticas (Figura 23): 
 
 
Figura 23 – Resolução da Tarefa 10 (E). 
 
Ao analisar a expressão algébrica, Sílvia apercebe-se da diferença entre a observação do 
comportamento dos parâmetros de todos os termos de um polinómio e a observação do 
comportamento isolado de um dos seus termos: 
 
Para isto ficar com um polinómio do 2.º grau, nós temos que anular este e para 
anular este, tem que ser o menos 1 para ficar zero! Só que depois ao anular 
este, depois iria anular este [termo do 2.º grau] e ia ser falso. (E) 
 
A capacidade de manipular os termos de uma expressão também se verifica na 
transformação dos termos das expressões 32 +x  e 330x . A aluna parece transferir o seu 
conhecimento da estrutura dos números inteiros para a transformação dos termos das 
expressões algébricas (Figura 24): 
 
 
Figura 24 – Resolução da T2 e T3 (E). 
 
Porém, nem em todas as situações com que se depara a aluna procura analisar as 
expressões que lhe são dadas de modo a aperceber-se das diferentes estratégias que pode usar. 
Por exemplo, como se verificou na resolução da Questão 7 no Pós-teste, em vez de usar uma 
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estratégia que resulte da análise das relações que possam existir entre as expressões que lhe 
são dadas, opta por determinar o valor da incógnita que surge nas expressões (Figura 25):  
 
 
Figura 25 – Resolução da T6 (E) 
 
A aluna considera que preferiu “resolver a equação, descobri quanto valia o z e depois 
substitui o z ali na expressão” (E). Ao optar por trabalhar em termos processuais parece ter o 
intuito de fundamentar as suas respostas com recurso a procedimentos matemáticos que lhe 
são familiares.  
 
4.1.3. Fazer extensões a novas situações 
Antes da intervenção pedagógica. Das relações que estabelece, Sílvia apercebe-se, 
em algumas delas, do significado que os símbolos assumem. Por exemplo, na determinação da 
expressão que representa o perímetro de um triângulo escaleno, a aluna atribui à variável o 
significado da medida do lado de qualquer triângulo escaleno que verifique as condições dadas 
(Figura 26): 
 
 
Figura 26 – Resolução da Questão 1 (PréT). 
 
Embora simplifique a expressão geral que representa o perímetro desses triângulos em 
função da variação conjunta das medidas dos seus lados, ao determinar o perímetro de um 
deles, com o conhecimento da medida de um dos seus lados, a aluna reproduz a representação 
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pictórica, concretiza a variável e de seguida aplica a fórmula do perímetro. Na estratégia que 
adopta, a representação pictórica tende a prevalecer em relação à representação simbólica, o 
que parece dever-se à falta de reconhecimento pela aluna da utilidade que os modelos 
matemáticos têm na resolução de situações problema. 
Uma outra situação que evidencia que a aluna prefere recorrer a outras estratégias em 
vez de procurar, embora identifique regularidades, inferir uma lei geral é a que diz respeito à 
determinação do número de pontos de uma figura de uma dada ordem de uma sequência 
(Questão 3, Anexo 4) (Figura 27): 
 
 
Figura 27 – Resolução da Questão 3b) (PréT). 
 
Apesar de não obter uma lei geral, a aluna estabelece uma relação numérica que lhe 
permite responder à questão. A capacidade que aparenta ter para manipular expressões ajuda a 
aluna a resolver uma equação fraccionária sem recorrer às regras de resolução de equações 
com denominadores (Figura 28): 
 
 
Figura 28 – Resolução Questão 6 (PréT). 
 
Ao deparar-se com uma equação fraccionária, Sílvia apercebe-se do significado que a 
incógnita assume na expressão do numerador e na expressão do denominador. Considera que 
todos os valores verificam a condição pela relação que identifica entre estas expressões, sem 
especificar o tipo de valores a que se refere e o domínio de validade, assunto ainda não tratado 
até ao momento da resolução do Pré-teste. 
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A capacidade que revela em manipular mentalmente os termos de uma equação 
também se verifica na análise que faz dos termos de uma inequação. Sílvia reconhece a relação 
de ordem que pode estabelecer entre as duas expressões, independentemente do valor que a 
variável possa assumir (Figura 29): 
 
 
Figura 29 – Resolução Questão 10 (PréT). 
 
A análise da condição como um todo não condiciona o significado que atribui ao papel 
que a variável desempenha em cada termo dos membros da inequação. Ao compará-los, 
constata que o termo constante da expressão do 2.º membro é quem determina o número de 
soluções da inequação.  
 
Durante a intervenção pedagógica. Sílvia evidencia reconhecer que os seus 
conhecimentos matemáticos lhe podem ser úteis quando resolve problemas de contexto da vida 
real (NC_08/02/10). Numa primeira experiência com problemas de modelação, com recurso ao 
CBR para recolher dados e produzir um gráfico relativo à distância em função do tempo, a aluna 
começa por efectuar o seguinte esboço gráfico (Figura 30): 
 
 
Figura 30 – Resolução da Tarefa “Modelar com o CBR”. 
 
Questionada acerca da forma como procederia para encontrar a expressão algébrica do 
3.º segmento, do esboço que fez, Sílvia recorre aos conhecimentos que adquiriu na unidade de 
Geometria, tema que estudou antes das Funções, ao afirmar: “equação reduzida; primeiro tem 
dois pontos, depois vamos formar um vector com eles, e depois calcular a equação” (RAA4). A 
aluna aplica os seus conhecimentos a novas situações mas não distingue, com os atributos que 
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retira do gráfico, a diferença entre os valores que x e y podem assumir para definir uma recta ou 
uma semi-recta (Figura 31): 
 
 
Figura 31 – Resolução da Tarefa “Modelar com o CBR”. 
 
Sílvia recorre a valores exactos para “arredondar os valores de x  para ser mais fácil as 
contas” (RAA4). Destaca os valores que atribui à variável independente sem referir os valores 
que o parâmetro  pode assumir. Obtém a equação reduzida da recta sem preocupação de testar 
o modelo que encontrou. Ao recorrer à visualização do gráfico na calculadora, a aluna percebe 
que a expressão que encontrou é o modelo de uma recta que contém o segmento pretendido: “a 
equação que escrevemos não representa totalmente a recta, temos que dizer que está entre o 7 
e o 9” (RAA4) (Figura 32): 
 
 
Figura 32 – Resolução da Tarefa “Modelar com o CBR”. 
 
A aluna evidencia ainda não compreender o que representa um modelo matemático e 
qual a sua utilidade em novas situações, embora use notação simbólica para o escrever e 
compreenda o seu significado.  
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Apesar de inicialmente não procurar modelar matematicamente as situações com que 
se depara, com as actividades que desenvolve ao longo da intervenção pedagógica vai-se 
apercebendo da sua importância e aplicabilidade. Por exemplo, na resolução do problema de 
conversões de temperaturas, entre graus Celsius e Fahrenheit, Sílvia reconhece a importância e 
a finalidade de obter um modelo matemático que represente essa conversão (Figura 33): 
 
 
Figura 33 – Resolução da Tarefa “Função afim”. 
 
A modelação da situação leva-a a refutar a sua conjectura, a generalizar a aplicação do 
modelo que definiu, o que lhe permite converter quaisquer temperaturas nas duas escalas, e a 
relacionar assuntos que estuda na disciplina de Matemática e de Físico-Química. 
Numa outra situação de modelação, relativa ao problema do “Voo dos patos”, Sílvia 
estabelece a relação entre as variáveis. A sua primeira tendência é para usar uma expressão 
conhecida que traduza o problema “analiticamente, a função é (…) devia dar aquela recta 
[bissectriz]” (RAA13). Após estabelecer esta conjectura apresenta um esboço do gráfico 
acompanhado das respectivas expressões analíticas (Figura 34): 
 
 
Figura 34 – Resolução da Tarefa “O voo dos patos”. 
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Ainda que reconheça tratar-se de uma regressão linear, Sílvia foi “condicionada pela 
resolução de um problema de Funções quadráticas” (NC_18/03/10), realizado anteriormente e 
em primeiro lugar associou a formação em “V” que observa na figura do enunciado à forma de 
uma parábola. Ao colocar os valores nas listas da calculadora introduz os valores todos na 
mesma lista, o que faz com que obtenha um gráfico que não se assemelha com o que esperava: 
“devia ser linear (…) mas não dá” (RAA13). Da discussão com o grupo turma recomeça todo o 
processo, introduz separadamente os valores em quatro listas e representa graficamente os 
modelos encontrados com o intuito de verificar se coincidem com a imagem da situação que 
modelou. Ao visualizar os gráficos, reconhece que apenas lhe interessam os valores cujas 
imagens são positivas embora não compreenda de imediato como fazê-lo: “como é que eu digo 
isso?” (RAA13). Depois de várias tentativas e discutindo as suas hipóteses com os colegas de 
grupo, a aluna compreende que para cada expressão precisa de limitar os valores que a variável 
x  pode assumir (Figura 35):  
 
 
Figura 35 – Resolução da Tarefa “O voo dos patos”. 
 
No novo esboço gráfico que efectua, a aluna apresenta o domínio de validade de cada 
uma das expressões que representam a forma da disposição do voo dos patos. Apesar de 
reconhecer que as imagens geométricas das expressões são simétricas em relação ao eixo das 
ordenadas, não conseguiu transformá-las numa única expressão com base na noção que tem de 
módulo de um número. 
Durante o estudo das Funções, Sílvia resolveu vários problemas de modelação 
matemática. Por exemplo, na realização de um trabalho prático, no estudo da função quadrática, 
a aluna comprova a aplicabilidade deste tema a situações da vida real: “ao observarmos a nossa 
cidade encontramos vários exemplos de parábolas” (REA16).  
Parte de uma situação de contexto real para elaborar o enunciado de um problema e 
modela-o para dar resposta, com recurso a materiais tecnológicos, à questão que ela própria 
formula (Figura 36):  
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Figura 36 – Resolução da Tarefa “Á procura de Parábolas”. 
 
Tendo as equações das duas parábolas, já é possível resolver o problema. É 
necessário calcular o vértice de uma das parábolas: )77,4;19,3(V . A altura é 
dada pela distância do vértice até “ao fim” da parábola: cmh 45,7= . Na 
imagem a altura é 7,45 cm, mas aplicada na construção da porta teria que ser 
1,35 m de acordo com a escala. A largura (L) é medida no ponto de intersecção 
(I) das duas parábolas: )02,1;08,5( −I , 3,80iI =  cm. Mas é preciso também 
medir a distância entre os vértices (dV) das duas parábolas, para que a porta 
fique com a forma do símbolo: cmdV 78,3= . (REA16) 
 
 
Figura 37 – Resolução da Tarefa “Á procura de parábolas”. 
 
A largura “total” é duas vezes de uma das parábolas, ou seja, é 7,6 cm e a 
distância entre os vértices (dV) é 3,78 cm. Na porta a largura teria que ser 
1,37m e a distância entre os vértices teria que ser 0,68m, de acordo com a 
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escala. As dimensões da porta teriam que ser: Altura=1,35m; Largura=1,37m; 
dV=0,68m. (REA16) 
 
Sílvia insere a imagem da forma que pretende modelar no GSP, recolhe as coordenadas 
de um conjunto de pontos com o auxílio deste software, insere estas coordenadas nas listas da 
calculadora, determina os modelos que melhor se ajustam aos dados recolhidos através da 
técnica da regressão quadrática e valida os modelos que obtém através da sua representação 
gráfica no GSP sobre a imagem inicial, o que lhe permite “reproduzir” a forma pretendida. 
Apercebe-se que o valor e o sinal do coeficiente do 2.º grau se relacionam com a forma e com a 
concavidade das parábolas. Apesar de efectuar um conjunto de procedimentos matemáticos 
para obter as dimensões que procurava, preocupa-se em estabelecer uma relação que converta 
as unidades com que trabalhou no GSP em medidas reais, o que revela sentido crítico na análise 
das respostas que obtém (Figura 38):   
 
 
Figura 38 – Resolução da Tarefa “À procura de Parábolas”. 
 
Na escala que considera, a aluna usa o valor de 135cm, como valor de referência, para 
limitar a altura real da porta representada no seu problema e compara este valor com as 
dimensões da altura da porta no papel (NC_17/05/10).  
Na resolução de problemas que implicam a descoberta de modelos matemáticos, Sílvia 
vê-se confrontada com a necessidade de trabalhar com letras e com o seu uso enquanto 
variáveis, incógnitas ou parâmetros. Na resolução do problema “A inclinação dos postes” (Anexo 
14), a aluna precisa de descobrir a que distância do solo se cruzam duas cordas que unem as 
extremidades de dois postes colocados num terreno irregular. Na primeira abordagem ao 
problema, Sílvia insere um referencial que lhe permite estabelecer as primeiras relações que 
identifica e escolhe uma letra para representar o desnível do segundo poste em relação à 
horizontal: “um eixo por aqui, a altura vai aumentar, mas a distância entre os postes vai ser na 
mesma 11, aqui vai ser (11, )y ” (RAA15). Escolhe a letra y  por esta corresponder à altura no 
eixo das ordenadas, sem se aperceber que deste modo “está a usar a mesma letra em situações 
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diferentes” (NC_10/05/10). Na discussão com os seus colegas de grupo opta por usar α pois 
“assim não se confunde com o y da função” (NC_10/05/10) (Figura 39): 
 
Figura 39 – Resolução da Tarefa “A inclinação dos Postes”. 
 
Ao escrever as coordenadas do segundo poste em função de α , Sílvia manifesta 
compreender o papel da variável que escolheu. Usa as equações que escreveu anteriormente, 
substituindo y por α  e escreve uma expressão que segundo ela “funciona para saber onde se 
cruzam as cordas, qualquer que seja o desnível do terreno” (NC_10/05/10) (Figura 40): 
 
 
Figura 40 – Resolução da Tarefa “A inclinação dos Postes”. 
 
A instalação do referencial na figura que ilustra o enunciado do problema e a forma 
como usa a equação reduzida da recta para definir as equações que representam as cordas, 
evidencia a capacidade que Sílvia tem de trabalhar com múltiplas representações das Funções, 
mobilizar conhecimentos e modelar situações reais. 
Noutras situações, como por exemplo na resolução do problema “Área e Perímetro de 
triângulos equiláteros”, a aluna opta por generalizar relações entre as grandezas de triângulos 
equiláteros em detrimento de o fazer numericamente, como o faz, por exemplo, com as áreas 
desses triângulos (Figura 41): 
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Figura 41 – Resolução da Tarefa “Área e Perímetro de triângulos equiláteros”. 
 
Ao constatar que um triângulo equilátero foi subdividido em 16 triângulos equiláteros 
geometricamente iguais, a aluna apercebe-se das relações que pode obter entre a área e o 
perímetro do triângulo de partida e cada um dos triângulos que resultam da subdivisão deste. 
Nas relações estabelecidas, a variável x  é usada para representar diferentes quantidades como 
a área do triângulo maior e a medida do lado desse triângulo.  
 
Após a intervenção pedagógica. No Pós-teste, Sílvia considera as expressões que 
estabelece para determinar o valor de uma variável em função do valor de outra. Por exemplo, 
no problema sobre o triângulo escaleno, enquanto no Pré-teste estabeleceu uma expressão 
algébrica do perímetro, embora incorrecta, mas não a utilizou, no Pós-teste estabelece 
correctamente a expressão e usa-a em diferentes situações (Figura 42): 
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Figura 42 – Resolução Questão 1 (PósT). 
 
A aluna determina o valor do perímetro do triângulo através da atribuição à variável do 
valor que traduz a medida de um dos lados do triângulo. Reconhece que os valores da variável 
condicionam a variação dos outros lados e, consequentemente, a variação do perímetro. Revela 
capacidade estrutural na resolução da equação que lhe permite partir do valor do perímetro de 
um dos triângulos para determinar o valor da variável que representa a medida do menor lado. 
Atribui significado a esse valor e à variação conjunta das medidas dos outros lados.  
Na resolução de um problema sobre padrões (Questão 3, Anexo 4), enquanto no Pré-
teste recorre a estratégias numéricas, no Pós-teste a aluna procura escrever uma expressão 
geral que lhe permita determinar o termo de uma dada ordem (Figura 43): 
 
 
Figura 43 – Resolução da Questão 3 (PósT). 
 
Partindo do número de pontos que determina para a 5.ª figura e da regularidade que 
identifica nas cinco primeiras figuras da sequência, a aluna estabelece uma expressão algébrica 
para determinar o número de pontos da figura de ordem 30. Em comparação com a resposta 
que deu no Pré-teste, traduz o seu raciocínio numa expressão geral em detrimento de efectuar 
somente cálculos numéricos.  
A percepção que a aluna revela em generalizar também se verifica na forma como 
resolve uma equação (Questão 6). Embora não conheça ainda o procedimento de resolução das 
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equações fraccionárias, apercebe-se da relação que há entre as expressões do numerador e do 
denominador que constituem a expressão do 1.º membro da equação (Figura 44):  
 
 
Figura 44 – Resolução Questão 6 (PósT). 
 
Na generalização de algumas situações, Sílvia manifesta a preocupação de sustentar 
matematicamente as suas respostas, como, por exemplo, se observa na determinação dos 
valores que satisfazem uma desigualdade entre duas expressões (Questão 10) (Figura 45): 
 
 
Figura 45 – Resolução Questão 10 (PósT). 
 
Para além de explicar o seu raciocínio através da linguagem corrente, fundamenta a sua 
resposta através da concretização de três valores representativos dos subconjuntos dos números 
reais que considera. Esta preocupação em alargar as relações que estabelece a novas situações 
parece denotar que Sílvia reconhece a utilidade da generalização, o que corrobora os 
procedimentos que adopta para validar casos gerais a partir de um número limitado de casos.  
Numa outra tarefa, a aluna recorre à calculadora para comparar y x=  com y x= . Só 
a partir do esboço gráfico da função y x=  é que a aluna fez uma extensão à família de 
Funções que resultam da translação do gráfico desta função (Figura 46): 
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Figura 46 – Resolução da T4 (E)  
 
Da observação de um número limitado de casos, da translação do gráfico da função 
y x= , a aluna infere que a deslocação na vertical é intuitiva o que já não acontece na 
horizontal: “quando somo valores positivos o gráfico sobe, quando somo valores negativos 
desce; quando faço isso no x  é ao contrário” (E). Sílvia revela compreender a influência da 
variação dos parâmetros na deslocação de gráficos de Funções, o que exprime na escrita e na 
interpretação que faz na generalização dessas deslocações.  
Após a intervenção pedagógica Sílvia revela capacidade de aplicar diferentes conceitos 
matemáticos na resolução de problemas. Exemplo dessa aplicação é o uso que faz de diferentes 
representações na resolução do problema “Triângulo de maior área”(Anexo 19). A aluna 
considera as dimensões de uma folha de papel; identifica as variáveis que representam a base e 
a altura dos triângulos que vai obter das sucessivas dobragens da folha, a partir de um dos seus 
vértices em relação à base do lado oposto; reconhece a relação entre os três lados desses 
triângulos, o que lhe permite escrever uma das variáveis em função da outra; determina a 
expressão geral das áreas desses triângulos; efectua um esboço gráfico da área em função de 
uma das variáveis; e, com recurso à calculadora, determina a área máxima que esses triângulos 
podem obter (Figura 47): 
 98 
 
Figura 47 – Resolução da T12 (E). 
 
A aluna usa várias letras para distinguir os entes a que se refere (base, altura e área), 
opera com expressões com essas letras, critica o esboço gráfico que efectua em função do 
contexto do problema e reconhece a utilidade da expressão geral na determinação da área 
máxima. 
 
4.2. Perspectiva sobre a resolução de problemas  
Antes da intervenção pedagógica. De acordo com as experiências que já realizou 
anteriormente na sala de aula, Sílvia manifesta que tem uma opinião positiva sobre a actividade 
de resolução de problemas e o trabalho de grupo. Relativamente à resolução de problemas, 
concorda totalmente quanto ao gosto de resolver problemas na aula de matemática porque “a 
resolução de problemas é importante para o meu dia-a-dia e para a minha aprendizagem; assim 
sei aplicar os conteúdos, pratico a matéria e posso tirar dúvidas” (Q). Exprime o mesmo grau de 
concordância quanto ao trabalho de grupo nas actividades da aula, destacando como vantagens 
deste método de trabalho a possibilidade de “ajudar uns aos outros e trabalha-se com mais 
vontade” (Q), e como desvantagens o “barulho que alguns membros inquietos fazem” (Q).  
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Com esta opinião, Sílvia denota sentido de responsabilidade, o que corrobora quando se 
refere à resolução de tarefas na sala de aula: “gosto de resolver exercícios na aula quando há 
silêncio” (Q). Dos diferentes tipos de tarefa, os exercícios e os problemas foram os que, nos seus 
estudos escolares, predominaram na sua actividade na disciplina de Matemática em detrimento 
de tarefas de investigação, sobre as quais não tem opinião. 
 
Durante a intervenção pedagógica. O tema das Funções foi abordado com recurso 
à resolução de problemas quer para introduzir novos conceitos quer para consolidar conceitos 
aprendidos. Na resolução dos problemas que foram propostos no estudo deste tema, Sílvia 
evidencia a utilidade que esta actividade tem na sua aprendizagem, principalmente para 
“consolidar os conceitos” (REA3) e clarificá-los, como foi o caso da distinção que efectua entre 
“Funções e não Funções que aprendi a interpretá-las” (REA3). 
Com o decorrer da intervenção pedagógica, Sílvia parece compreender que através dos 
problemas pode adquirir novos conceitos. Por exemplo, na introdução do conceito de extremos 
de uma função, da análise que faz de um gráfico da vida real, a aluna, para além de aplicar 
alguns conhecimentos prévios de Funções, adquire o conhecimento de novos conceitos quando 
afirma: “apliquei o que aprendi e reparei que uma função tem um valor máximo e um valor 
mínimo” (REA5). 
Para além de aplicar o que aprende na resolução de problemas, Sílvia valoriza outros 
aspectos desta actividade: 
 
Na tarefa com os sensores, o que mais me desafiou foram os problemas que 
cada grupo colocou a outro. (…) Os desafios foram concluídos maioritariamente 
com sucesso, claro que com algumas imperfeições. Gostei desta actividade, (…) 
conseguimos assimilar melhor a matéria, porque desperta mais o nosso 
interesse o facto de estarmos envolvidos de forma directa no problema. O 
conceito mais abordado foi sem dúvida as Funções e a forma como elas podem 
ser representadas, nomeadamente na forma de gráficos, utilizamos quase 
sempre a distância em função do tempo. No último exercício que fizemos, onde 
tínhamos de definir um segmento de recta do gráfico, voltamos a abordar 
matéria de Geometria, nomeadamente, a equação reduzida, o cálculo de 
vectores e as condições. (REA4) 
 
Os aspectos que a aluna valoriza dizem respeito ao interesse que os problemas lhe 
despertam quando tem a oportunidade de os formular para os restantes colegas; ao seu 
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envolvimento directo na simulação dos atributos do problema; ao uso das diferentes 
representações dos conceitos que aprende; e às conexões que estabelece entre os conceitos que 
aprende em diferentes temas matemáticos. Um outro aspecto que a aluna destaca é o grau de 
desafio inerente à actividade da resolução de problemas: “este problema foi interessante, deu 
para pensar bastante e eu gosto disso, porque assim percebo o que faço” (REA17). 
A aplicação do que aprende na disciplina de Matemática, a situações do dia-a-dia, faz 
com que Sílvia dê novos sentidos à utilidade da resolução de problemas, principalmente por lhe 
permitir compreender melhor “situações na vida real (…) afinal a matemática pode ser aplicada 
na vida real” (REA16).  
 
Após a intervenção pedagógica. Da análise retrospectiva às actividades que 
desenvolveu no estudo das Funções, Sílvia salienta as actividades que favorecem a 
aprendizagem com compreensão, tais como a resolução de problemas e o trabalho de grupo.  
Relativamente à resolução de problemas, Sílvia considera que esta actividade lhe 
permite “aprender melhor e aplicar a matéria, porque se nós não a aplicarmos não conseguimos 
encaixá-la” (E). Para além de valorizar a resolução de problemas para se aperceber do que 
aprendeu, a aluna também valoriza as estratégias de ensino que partem da resolução de 
problemas para introduzir os novos conceitos: “é mais importante primeiro o problema e depois 
a matéria. (…) Em princípio, nós não conseguíamos fazer o problema se não soubéssemos a 
matéria, mas assim conseguimos ir por outras formas e eu acho que isso é bom” (E). 
A actividade que a aluna desenvolveu com a resolução de problemas leva-a a considerar 
que se tornou mais persistente perante as dificuldades com que se depara na resolução de 
tarefas, quando afirma que: “eu agora quando pego num exercício e não consigo, vou ver a 
matéria e não desisto” (E). Também considera que o hábito que desenvolveu em justificar as 
suas respostas e os seus processos a ajudou nos seus momentos de estudo “em casa, olhava 
para o que fiz e não percebia se não estivesse justificado” (E). 
Quanto ao trabalho de grupo, na resolução de problemas, Sílvia destaca a oportunidade 
que teve de “discutir as ideias (…) acho que até é uma forma melhor de nós aprendermos, 
porque às vezes estar sempre no quadro a ditar a matéria é um bocado aborrecido para nós 
porque depois não aplicamos e esquecemos” (E). A aluna destaca assim a importância do 
trabalho de grupo por poder confrontar a diversidade de estratégias delineadas pelos seus 
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colegas e de entre elas poder usar a que melhor se adequa à situação: “se fossemos sozinhos, 
provavelmente iríamos por uma maneira e podia não ser assim” (E). 
 
4.3.  Perspectiva sobre o uso das TIC 
Antes da intervenção pedagógica. Pelas opiniões que expressa nas questões que se 
referem ao uso das TIC nas suas actividades, Sílvia indicia que ao longo do seu percurso escolar 
poucas vezes recorreu a materiais tecnológicos na sala de aula, que serviram essencialmente 
para “visualizar as coisas de forma diferente” (Q). Como exemplo, recorre à utilização que os 
seus professores davam “ao quadro interactivo (…) e ao computador” (Q). A perspectiva que tem 
da utilização de materiais tecnológicos, como ferramentas de trabalho de aprendizagem de 
matemática, deriva mais de ver os seus professores a tirar partido das suas potencialidades do 
que poder aprender a partir da sua exploração. Já fora da sala de aula, Sílvia considera que não 
costuma usar materiais tecnológicos quando estuda matemática.  
O contacto esporádico que a aluna revela ter com as TIC, dentro ou fora da sala de aula, 
não é impeditivo para que reconheça as vantagens e desvantagens do seu uso: “quando usamos 
a tecnologia percebemos melhor e capta o interesse (…) mas nem todos podemos usar” (Q). 
Sílvia considera que as escolas nem sempre “têm as coisas e às vezes estão tão velhas que não 
funcionam” (Q). Fora da sala de aula, acrescenta que “há muitos alunos que em casa não têm 
nada, nem computador, nem internet” (Q).  
 
Durante a intervenção pedagógica. O estudo do tema das Funções proporcionou a 
Sílvia a oportunidade de usar de um modo mais frequente materiais tecnológicos, quer na sala 
de aula, quer fora dela. Um exemplo da utilização destes recursos na sala de aula foi a 
experiência que realizou com sensores de movimento e com a calculadora gráfica, que 
despertou o interesse da aluna de “ter oportunidade de fazer destas actividades” (REA4). Na 
concretização dessa experiência, Sílvia reconhece que o uso da tecnologia a levou a “gerir o 
tempo (…) com as movimentações que tínhamos de fazer para conseguirmos reproduzir o 
gráfico desejado” (REA4), o que lhe permitiu simular uma situação real e repetir procedimentos 
para estabelecer as relações que procurava. 
As oportunidades de aprendizagem em novos ambientes surgem, a partir do 10.º ano, 
com a utilização da calculadora no estudo do tema de Funções. Na resolução de algumas das 
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tarefas propostas, a aluna considera que nem sempre “houve contribuição da tecnologia” 
(REA14), apesar de recorrer à calculadora para realizar um conjunto de procedimentos.  
Com o decorrer da intervenção pedagógica, as experiências de Sílvia com a calculadora 
vão-se intensificando, o que a leva a reconhecer a utilidade desta ferramenta: “com a ajuda da 
calculadora realizámos mais facilmente as questões, pois facilitou-nos na resolução dos 
problemas (REA8). A valorização que tende a dar a esta ferramenta reflecte-se, por exemplo, na 
exploração que faz dos dados de um dos problemas que resolve: “vi na Table, os valores que 
dava, e escolhi alguns sem ter que fazer contas” (RAA8). A conexão que a calculadora lhe 
permite fazer entre as diferentes representações de uma função é um aspecto que Sílvia 
evidencia na compreensão dos conceitos que estuda: “a calculadora é útil para fazer aquilo da 
regressão e escrever os modelos” (RAA13). Para além da calculadora, a aluna também destaca 
a resolução de problemas com o recurso ao GSP. Este software permitiu-lhe, ao observar o efeito 
da alteração de valores de parâmetros de expressões, conjecturar, discutir e generalizar as 
expressões que traduzem a transformação de gráficos de Funções: “foi muito bom para ver as 
parábolas a mexer e as rectas a inclinar conforme se mexia nos números, porque deu para 
aprender melhor” (RAA10). A perspectiva dinâmica da utilização da tecnologia na sala de aula 
parece influenciar o modo como Sílvia aprende os conceitos matemáticos.   
 
Após a intervenção pedagógica. Ao reflectir sobre o trabalho que realizou ao longo 
do estudo das Funções e na contribuição que a tecnologia teve no seu desempenho, Sílvia 
constata que passou a usar a calculadora de um modo diferente: “no início ficávamos a olhar 
para aquilo, como é que vamos resolver isto? Mas depois com o passar do tempo e depois com 
a ajuda da calculadora (…) conseguimo-nos aperceber do que podemos utilizar e conseguimos 
resolver” (E). Sílvia parece reconhecer que a calculadora contribuiu positivamente para a 
realização das suas actividades: “foi depois de termos a nossa calculadora, que aquilo foi muito 
melhor de pensar e resolver, porque se fosse com as expressões da função, colocávamos lá e já 
estava feito” (E). A aluna evidencia assim compreender o papel da calculadora, quer no rigor das 
construções que visualiza, quer na simplificação do trabalho que realiza, libertando-se de 
procedimentos mais fastidiosos: 
 
A calculadora também ajudou a calcular coisas com números exorbitantes (…) e 
também na visualização das Funções. Por exemplo, há exercícios onde só 
aparece a função ( )f x  igual a qualquer coisa e depois aí nós não tínhamos a 
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noção como é que era e ao pormos na calculadora temos a imagem e 
conseguimos resolver melhor e perceber melhor. (…) Utilizámos a calculadora 
para obter a expressão. Na investigação realizada por cada grupo, a calculadora 
foi um elemento fundamental para que este se realizasse de forma mais rápida 
evitando assim fazer cálculos desnecessários. É mais simples estabelecer 
relações entre as variáveis com a calculadora. Facilita a compreensão das 
mesmas, muitas vezes formando gráficos. (E) 
 
Ao reconhecer algumas das vantagens do uso da tecnologia na aprendizagem do tema 
das Funções, Sílvia faz uma avaliação positiva dos recursos que utilizou, salientando o GSP 
como uma ferramenta útil na modelação e aplicação dos conceitos matemáticos à vida real: 
 
Por exemplo, quando nós tínhamos que marcar muitos pontos e se tivéssemos 
que calcular todos os pontos nunca mais íamos sair dali e com o GSP, pedimos 
para calcular e ele calculava os pontos todos. Por exemplo, para construir uma 
ponte precisamos sempre da matemática. (…) Com o GSP pudemos calcular 
mais facilmente as equações da recta sem proceder aos cálculos de forma 
manual o que levaria muito mais tempo. (E) 
 
A aluna assenta as suas convicções na contextualização dos conceitos que aprende e 
admite que a tecnologia lhe permite resolver problemas que doutro modo seriam de difícil 
resolução: 
 
As TIC facilitam a resolução dos problemas (…) conseguimos obter a 
generalização de forma mais eficaz. Assim, após descoberta a generalização é 
mais fácil a sua aplicação a vários casos. (…) Com o uso da tecnologia a matéria 
que nos era apresentada tornava-se mais cativante e depois de termos o nosso 
interesse aguçado era facilitada a nossa captação e compreensão das matérias 
abordadas. (E) 
 
De um modo geral, Sílvia é apologista de que a utilização da tecnologia facilitou a 
compreensão de conceitos, como refere, por exemplo, “as diferentes formas das Funções, pois 
era mais fácil associar cada expressão à sua função devido à forma que estas tomavam nos 
gráficos” (E). 
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CAPÍTULO 5  
 ESTUDO DE CASO SOBRE RUI 
Rui é um aluno com 15 anos, que frequenta o 10.º ano de escolaridade do curso de 
Ciências e Tecnologias numa escola secundária de um concelho do distrito de Braga. É 
proveniente de uma escola básica de uma freguesia deste concelho, onde realizou o 2.º e 3.º 
ciclos do ensino básico, inserida num meio rural, onde as expectativas de prosseguimento de 
estudos são baixas. Os seus pais possuem como habilitações literárias o ensino secundário e 
revelam uma boa situação socioeconómica, que lhes permite proporcionar ao seu educando 
condições favoráveis de acesso aos recursos necessários para a sua actividade escolar. 
Ao longo do seu percurso escolar Rui nunca ficou retido em nenhum ano e revelou bons 
níveis de desempenho a todas as disciplinas, obtendo sempre classificações que variaram entre 
os níveis 4 e 5. Relativamente à disciplina de Matemática, obteve no final do 9.º ano nível 5, 
quer na classificação interna quer na classificação externa proveniente do exame nacional. No 
presente ano lectivo o seu desempenho, ao longo do primeiro período, foi considerado bom. 
Obteve a classificação de 17 valores, destacando-se dos elementos da turma pela sua 
capacidade de questionar e interpelar a professora de modo a entender o porquê das coisas que 
aprendia. É um aluno atento, empenhado e participativo, quer nas tarefas propostas na aula, 
quer nas tarefas propostas extra-aula, embora seja um pouco desorganizado nos seus registos 
escritos.  
Os bons resultados que sempre obteve à disciplina de Matemática sustentam a afinidade 
que parece ter com a disciplina ao afirmar que “é uma das disciplinas que mais gosto desde o 
5.º ano” (Q) e salienta que é importante na sua vida escolar “tanto para o curso que pretendo 
seguir como para as disciplinas específicas deste ano (…) [e] é muito importante para o meu dia-
a-dia porque estamos sempre a utilizá-la para quase tudo” (Q). A avaliação que obteve nos 
diferentes anos escolares é um dos motivos da sua preferência pela disciplina de Matemática: 
 
O meu gosto pela matemática juntamente com as boas notas que tirei a esta 
disciplina desde o 5.º ano (…) tirei 100% a todos os testes no 5.º ano e 100% no 
exame de matemática do 9.ºano, leva-me a gostar da matéria mesmo que ela 
seja aborrecida e a tentar superar um exercício quando ele é complicado. (Q) 
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Apesar das classificações que obteve, o aluno tem a noção de que para ter sucesso na 
disciplina de Matemática precisa de ser empenhado, persistente e responsável na realização das 
suas actividades. 
 
5.1.  Aspectos do pensamento algébrico 
5.1.1. Estabelecer relações  
Antes da intervenção pedagógica. Na resolução de problemas, Rui revela ter 
capacidade para interpretar enunciados sem recorrer à representação pictórica. Usa as suas 
representações internas para estabelecer as relações pretendidas, como, por exemplo, se 
verifica na determinação do perímetro de um triângulo escaleno, em que existe uma variação 
conjunta dos comprimentos dos seus lados (Figura 48).  
 
 
Figura 48 – Resolução da Questão 1a) (PréT). 
 
Na sua interpretação, o aluno parece reconhecer que os lados variam, uns em função 
dos outros, e escreve, em função de x , as expressões que correspondem a cada um dos lados 
do triângulo. Na designação da expressão do perímetro, o aluno aplica a fórmula sem se 
preocupar com a simplificação dessa expressão.  
Na tradução de enunciados de problemas de linguagem corrente para linguagem 
matemática, Rui traduz a informação através de letras e respeitando o seu significado, como 
exemplifica a relação que estabelece entre as variáveis que representam o número de alunos e 
de professores de uma dada escola (Figura 49):  
 
 
Figura 49 – Resolução da Questão 2 (PréT). 
Na representação simbólica que traduz o seu raciocínio, o aluno apercebe-se do sentido 
da posição das variáveis em relação à ordem como aparecem no texto, parecendo distinguir as 
letras pelo que elas representam, não as identificando como  objectos isolados do contexto.  
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A capacidade que Rui revela de estabelecer relações entre variáveis também se 
evidencia na interpretação que faz da informação fornecida através de gráficos, que representam 
Funções que estudou nos anos de escolaridade anteriores ao 10.º ano (Figura 50): 
 
 
Figura 50 – Resolução da Questão 4 (PréT). 
 
O aluno identifica cada uma das Funções pela relação que estabelece entre as suas 
variáveis associando a cada uma delas o nome da família que representam. Contudo, Rui opta 
por estabelecer as relações recorrendo a uma explicação escrita em detrimento da apresentação 
da expressão algébrica que as caracteriza. 
 
Durante a intervenção pedagógica. Na revisão de noções sobre Funções, Rui 
mostra ter presente a noção de função e conhecer a linguagem matemática a ela associada 
(Figura 51):  
 
 
Figura 51 – Resolução da Tarefa “Noção de função”. 
 
Na relação que estabelece entre as variáveis que representam os objectos e as imagens, 
o aluno mostra ter a percepção, no esquema que apresenta, que uma função é um processo de 
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transformação. Designa esta transformação por f , a variável independente por x  e a variável 
dependente por y .   
As noções que Rui adquiriu nos anos anteriores permitem-lhe estabelecer relações na 
leitura de gráficos, como é exemplo a relação que estabelece para representar a variação do 
valor das acções de uma empresa na bolsa (Figura 52): 
 
 
Figura 52 – Resolução da Tarefa “Empresa na Bolsa”. 
 
O aluno estabelece a relação entre a monotonia da função e o gráfico representado e 
identifica pontos relevantes como os zeros e os extremos da função. Porém, não se apercebe 
que a relação que há entre as variáveis dia e euro se refere à variação do valor das acções da 
empresa em função da média de outras três empresas, baseando a sua resposta na relação que 
estabelece por observação do gráfico.  
Na resolução de problemas, Rui estabelece relações com base na interpretação que faz 
dos enunciados. Por exemplo, ao averiguar as razões que levaram uma professora de 
Matemática a não arriscar surpreender os seus melhores alunos com uma oferta de sapatilhas 
(Anexo 5), apercebe-se de possíveis características que podem condicionar a tomada de decisão 
da professora (Figura 53): 
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Figura 53 – Resolução da Tarefa “Que número calças”. 
 
Pela correspondência que estabelece, Rui percebe que não é possível definir uma 
função. Ao associar este facto à inexistência de uma relação de proporcionalidade entre as 
variáveis, o aluno denota estabelecer as suas relações com base em relações que já conhece.  
O mesmo acontece no caso de um problema no qual as variáveis são inversamente 
proporcionais. Apesar de Rui reconhecer a relação de proporcionalidade inversa e referir que “é 
aquela do k  sobre x , que aprendemos no ano passado” (RAA8), evidencia não compreender a 
sua relação com a representação na forma de tabela: “não estou a ver como se faz a tabela, tem 
que ser qualquer coisa como isto vezes isto é igual a 18, mas como é que faço uma tabela?” 
(RAA8). A sua indecisão parece dever-se à percepção que tem da infinidade de soluções e da 
dificuldade de as representar numa tabela. Após discutir as suas ideias com os elementos do 
seu grupo, o aluno representar os valores que verificam a condição de obter todos os 
rectângulos com área de 218cm (Figura 54):  
 
 
Figura 54 – Resolução da Tarefa “A mesma área, muitos rectângulos”. 
 
O aluno começa por escrever a expressão que representa a relação e escreve alguns 
valores das dimensões dos lados dos rectângulos. Usa reticências na última coluna da tabela, o 
que denota compreender a existência de uma infinidade de soluções. Esta compreensão parece 
reflectir-se na relação que estabelece para casos em que a largura assume valores muito 
próximos de zero, ou para casos em que a largura aumenta indefinidamente (Figura 55):  
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Figura 55 – Resolução da Tarefa “A mesma área, muitos rectângulos”. 
 
Apesar de reconhecer a existência de uma infinidade de soluções, apresenta somente 
dois exemplos concretos e com recurso a uma representação pictórica:  
 
O que eu consigo ver aqui é que quando a largura ou o que aí disser diminui o 
outro fica muito próximo do valor da área (…) um rectângulo com zero cm de 
largura? (…) era uma linha... é que nem era uma linha, já tinha que ter pelos 
menos um pontinho e zero é nada. (RAA8) 
 
Na concretização que faz da variável independente, considera que a largura ao assumir 
valores próximos de zero faz com que, indevidamente, o comprimento assuma valores próximos 
da área. Rui não se apercebe da relação que há entre a variação dos valores da variável 
dependente e a variável independente quando assume valores muito grandes ou muito 
pequenos. Porém, da discussão com o grupo turma reconhece que “experimentei poucos 
valores, achei que não era preciso ir para os decimais, é mais complicado” (RAA8) e procura 
estabelecer a relação correcta (Figura 56):  
 
 
Figura 56 – Resolução da Tarefa “A mesma área, muitos rectângulos”. 
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Embora só apresente a concretização de uma situação, Rui apercebe-se do efeito que a 
variação da largura com valores muito pequenos tem na variação do comprimento dos 
rectângulos.  
Durante a intervenção pedagógica, Rui constata a influência que a variação dos 
parâmetros a , h  e k , que compõem uma expressão que representa uma função quadrática, 
tem nas relações que pode estabelecer entre gráficos: “recorri à calculadora e ao experimentar 
mudar o a , vi as parábolas a virar, e ao mudar os outros vi todas ao mesmo tempo” (RAA12) 
(Figura 57):  
 
 
Figura 57 – Resolução da Tarefa “Influência dos parâmetros na parábola” 
 
O aluno evidencia compreender a influência que a variação de tais parâmetros tem na 
deslocação de gráficos de Funções da mesma família. No caso em que a  é nulo considera que 
“deixava de ser equação o 2.º grau e ficava y igual a um número qualquer” (RAA12). Ilustra a 
sua resposta com uma sequência de translações de parábolas, sem esgotar todas as situações e 
sem fazer referência à variação conjunta dos três parâmetros, parecendo considerá-los 
separadamente.  
 
Após intervenção pedagógica. Pelas respostas que apresenta no Pós-teste, nas três 
questões consideradas na dimensão “Estabelecer relações”, Rui alterou a sua resposta em duas 
delas (Questões 1 e 4) e manteve a sua resposta na outra (Questão 2). Na Questão 1, em 
relação à expressão do perímetro de um triângulo escaleno, para além de estabelecer a relação 
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entre as expressões que traduzem as medidas dos comprimentos dos seus lados, tal como fez 
no Pré-teste, o aluno reduziu a expressão (Figura 58): 
 
 
Figura 58 – Resolução da Questão 1a) (PósT). 
 
Nessa redução identificou os termos semelhantes e aplicou as propriedades comutativa 
e associativa da adição.  
Na Questão 2, para além da interpretação que realizou no Pré-teste, dos gráficos 
relativos às Funções Constante, de Proporcionalidade Inversa e de Proporcionalidade Directa, o 
aluno recorre a letras para representar as relações que estabelece entre as variáveis (Figura 59): 
 
 
Figura 59 – Resolução da Questão 4 (PósT). 
 
Em relação à resposta que deu no Pré-teste, no Pós-teste o aluno acrescenta as 
expressões algébricas relativas às relações representadas graficamente e usa simbologia 
matemática para traduzir o seu raciocínio.  
Relativamente à questão que apresenta a mesma resposta que deu no Pré-teste 
(Questão 2), Rui relaciona, correctamente, o número de alunos de uma escola com o número de 
professores (Figura 60): 
 
 
Figura 60 – Resolução da Questão 2 (PósT). 
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Ao manter a coerência de raciocínio, evidencia compreender que a relação entre as 
variáveis é independente da ordem pela qual elas lhe surgem no enunciado que interpreta.   
A capacidade de Rui de estabelecer relações é corroborada por exemplo com a 
resolução de algumas tarefas propostas no final do estudo. O aluno interpreta o enunciado 
escrito e denota compreender a relação que estabelece, quer em termos de expressões com 
números, quer em termos de expressões com letras (Figura 61): 
 
 
Figura 61 – Resolução da T1 (E). 
 
Ao seleccionar um número qualquer e ao estabelecer as relações pedidas faz uma 
comparação entre os resultados, em termos processuais e confirma que a diferença é 10. É 
ainda capaz de o fazer em termos estruturais, embora, na alínea d), reconheça que “no primeiro 
membro dá -10 porque eu devia ter feito o maior menos o mais pequeno, assim deu negativo, 
mas eu olhei para a diferença que era o que me interessava” (E).  
 
5.1.2. Analisar relações 
Antes da intervenção pedagógica. Ao analisar expressões que contêm letras, Rui 
identifica o papel de algumas delas (Figura 62): 
 
 
Figura 62 – Resolução da Questão 5 (PréT). 
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Identifica, na fórmula da área de um rectângulo, e identifica as letras pela inicial da 
palavra que representam, embora considere que a letra l representa a altura. E também 
identifica, em equações simples, a letra que desempenha o papel de incógnita pela 
determinação do seu valor. Nas outras situações, tende a designar o papel das letras por 
incógnita em vez de variável. O aluno, embora revele que em algumas situações a letra pode 
assumir um conjunto de valores, não distingue variável de incógnita. 
O facto de Rui não conhecer o papel de todas as letras com as quais trabalha em 
algumas expressões, não o impede de analisar a sua relação quando estas são usadas numa 
igualdade (Figura 63):  
 
 
Figura 63 – Resolução da Questão 8 (PréT). 
 
O aluno aplica o princípio da adição de resolução de equações para a reduzir à forma 
p y= , revelando capacidade para manipular mentalmente as expressões que compõem os 
membros da equação. Apesar das letras serem diferentes, reconhece que podem assumir o 
mesmo valor, independentemente da ordem pela qual estão escritas.  
A capacidade que revela na simplificação das expressões de uma equação já não se 
verifica na relação que tem de estabelecer entre expressões, de modo que o valor de uma delas 
lhe permita obter o valor da outra (Figura 64): 
 
 
Figura 64 – Resolução da Questão 7 (PréT). 
 
O valor que apresenta como solução, desprovido de qualquer justificação, parece 
resultar da sequência numérica que estabelece entre o subtractivo das duas expressões. 
Considera o algarismo das centenas do número que traduz a primeira expressão (7) e os 
algarismos das restantes ordens advém da sequência que o aluno estabelece entre 46 e 47. 
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A aptidão que Rui mostra ter na manipulação de expressões inteiras não é a mesma 
quando tem que simplificar expressões fraccionárias (Figura 65): 
 
 
Figura 65 – Resolução da Questão 9 (PréT). 
 
Ao somar os numeradores das fracções, o aluno parece reconhecer que está na 
presença de denominadores iguais sem se aperceber que as expressões são simétricas. Ao 
considerar que os denominadores são iguais, desembaraça-se de denominadores como se 
estivesse na presença de uma equação. 
 
Durante a intervenção pedagógica. Rui mostra capacidade para analisar as 
relações entre duas variáveis que variam conjuntamente, como se verifica, por exemplo, na 
variação da área de quadrados inscritos num quadrado (Figura 66): 
 
 
Figura 66 – Resolução da Tarefa “Imagens em movimento”. 
 
No esboço gráfico que desenha, apresenta preocupação em atribuir significado às letras 
que escolhe para representar as duas variáveis e denota compreender a relação de dependência 
de uma em relação à outra:  
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1º temos de ver os valores que podem ser; o mínimo e o máximo do lado … é 0 
e 6! … máximo é 6, o mínimo é …muito próximo de… zero virgula qualquer 
coisa, mas se parares aqui, é zero … o mínimo é aqui no meio… o quadrado 
gira…pois, aqui volta a ter os mesmos valores… a área diminui…a área é 36, no 
6 o y é x2 …  a variável é a área, pois a área é que é o y. (RAA11) 
 
Rui analisa relações, sobretudo quando as expressões algébricas são suas conhecidas, 
como é o caso da expressão que relaciona a temperatura em graus Celsius com a temperatura 
em graus Fahrenheit. Para determinar o valor para o qual as temperaturas coincidem nestas 
duas escalas, usa a fórmula dada e estabelece uma outra relação que lhe permite traduzir a 
igualdade pretendida (Figura 67):  
 
 
Figura 67 – Resolução da Tarefa “Valores coincidentes”. 
 
O aluno recorre a um procedimento algébrico e por transformação de expressões com 
variáveis determina o valor pedido.  
Na análise de gráficos, Rui estabelece conjecturas com base nas relações que conhece. 
Por exemplo, ao analisar a forma do voo dos patos (Anexo 13) considera que se trata de “uma 
parábola (…) porque forma uma linha em ‘u’ e não em ‘v’” (RAA13). Ao repensar na sua 
afirmação, o aluno questiona a forma que identificou: “um ‘u’ ou um ‘v’? Mas redondo em baixo? 
Eu não gosto disso!” (RAA13). Ao testar a sua conjectura, Rui decide atribuir coordenadas à 
posição que cada pato ocupa (Figura 68):  
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Figura 68 – Resolução da Tarefa “O voo dos patos”. 
 
Instala um referencial na figura e apercebe-se que a forma que analisa é “definida por 
dois ramos simétricos (…) e assim já parece um ‘v’” (RAA13). 
 
Após a intervenção pedagógica. A resolução de problemas no estudo do tema de 
Funções indicia que ajudou a clarificar a percepção que Rui tinha sobre algumas respostas que 
deu às questões do Pré-teste relativas à dimensão “Analisar relações”. É o caso da relação que 
estabelece entre expressões a partir do valor de uma delas (Figura 69):  
 
 
Figura 69 – Resolução da Questão 7 (PósT). 
 
Rui ainda hesita no valor que resulta da análise da igualdade da primeira expressão para 
determinar o valor da segunda, mas apercebe-se que “se −246 dava 762, tirando um número 
maior uma unidade dá menos 1, nem era preciso resolver a equação, era só pensar” 
(NC_14/06/10). A capacidade que aparenta ter na análise de expressões algébricas também se 
verifica na resposta que dá na resolução de uma equação (Figura 70):  
 
 
Figura 70 – Resolução da questão 8 (PósT). 
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Rui volta a reduzir a expressão a uma forma mais simplificada, tal como fez no Pré-teste, 
e reconhece mais uma vez que a igualdade pode ser verdadeira apenas em alguns casos. A 
capacidade que revela a trabalhar com expressões inteiras já não acontece, tal como aconteceu 
no Pré-teste, na simplificação dos termos de uma expressão fraccionária (Questão 9, Anexo 4). 
Opta por não apresentar nenhuma resposta, porque, como afirma, “não percebi que tinha que 
reduzir tudo ao mesmo denominador (…) a expressão era complicada e podia sair asneira” 
(NC_14/06/10). Comparativamente ao que fez no Pré-teste, o aluno prefere não responder do 
que efectuar qualquer procedimento de forma acrítica.  
Um aspecto que parece evoluir com a intervenção pedagógica é o que diz respeito ao 
papel que as letras assumem numa dada expressão (Figura 71):  
 
 
Figura 71 – Resolução da Questão 5 (PósT)  
 
Ao analisar as letras de cada uma das expressões, o aluno distingue o papel de variável 
do de incógnita. Embora se aperceba que algumas letras podem assumir um conjunto de valores 
e outras apenas podem assumir um único valor, não transfere a generalização que faz, do papel 
de algumas letras, para a situação que traduz a generalização Aritmética da propriedade 
distributiva da adição em relação à multiplicação.  
Ao seguir uma perspectiva estrutural, para determinar o valor de 
3 1
2
z −
 , denota, por 
um lado, lidar bem com expressões algébricas e por outro, manipular a expressão atendendo a 
relações entre os seus membros, em vez de resolver a equação (Figura 72):  
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Figura 72 – Resolução da T6 (E). 
 
Parte da igualdade 5(3 1) 10z − =  e apercebe-se da transformação que pode efectuar 
com esta expressão de modo a obter o valor pretendido, mas comete um erro na aplicação da 
regra da multiplicação na resolução de equações. Ao analisar o erro que cometeu reconhece que 
“pus aqui dois, enganei-me, pus a dividir (…) resolvi de maneira a que tentasse chegar ao 
resultado (…) tentei simplificar (…) a passar é 1” (E). Apesar do erro que comete, Rui manifesta 
capacidade para manipular expressões com letras.  
Um exemplo dessa situação verifica-se na averiguação do grau de um polinómio tendo 
em conta o valor dos seus coeficientes. Por exemplo, para verificar se o polinómio 
( ) 3 21 (3 3)a x ax a x a+ + + + + , com a ∈ , pode ser transformado num polinómio do 2.º 
grau completo, Rui conclui que “completo do 2.º grau é ter todas as partes, segundo grau, 
primeiro grau e termo independente (…) 2.º grau tem que se anular este x , era 1 1− + dá zero, 
e zero vezes isto, dá zero” (E). O aluno percebe que o valor que anula o coeficiente do termo do 
3.º grau também anula o termo do 1.º grau. Um aspecto que Rui revela dominar quando resolve 
problemas é o de refutar as suas conjecturas. Por exemplo, na comparação de volumes de 
cilindros, obtidos a partir de duas folhas de papel iguais em tamanho A4, formula a sua hipótese 
e tenta dar sentido ao raciocínio que desenvolveu, manifestando a sua preocupação em testar a 
sua veracidade (Figura 73): 
 
 
Figura 73 – Resolução da T11 (E) 
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Intuitivamente, Rui admite que os volumes são iguais. Recorre ao cálculo dos volumes, 
atribuindo valores concretos à folha A4, o que o leva a rejeitar a sua conjectura. Ao analisar a 
relação da ordem de grandeza entre as alturas dos cilindros e as áreas das suas bases, afirma 
que “era maior o que tinha a base maior (…) se a base é maior a altura é menor (…) porque tem 
mais comprimento de área” (E). 
 
5.1.3. Fazer extensões a novas situações 
Antes da intervenção pedagógica. Na interpretação de enunciados de problemas 
Rui manifesta capacidade para traduzir a informação veiculada em linguagem corrente para 
linguagem matemática. 
 Em problemas que envolvem conceitos geométricos, estudados nos anos anteriores, 
para além de estabelecer expressões algébricas, a partir da aplicação de fórmulas, dá a 
entender que tem a noção de que a pode generalizar a outras situações. Obtém expressões em 
função de uma dada variável, como é exemplo a que encontra para o perímetro de um triângulo 
escaleno, interpreta o significado que a variável desempenha no contexto do problema e 
manipula a expressão para determinar casos particulares (Figura 74): 
 
 
Figura 74 – Resolução da Questão 1 (PréT) 
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Nem em todos os problemas Rui procura obter uma expressão geral que lhe permita 
determinar o termo de qualquer ordem, como se constata na forma como determina o número 
de pontos de uma sequência (Figura 75): 
 
 
Figura 75 – Resolução da Questão 3 (PréT) 
 
O aluno identifica a regularidade e percebe como pode gerar os pontos da figura 
seguinte da sequência. Embora na determinação do número de pontos da 5.ª figura apresente o 
número de pontos da figura anterior, figura que serviu de base do seu raciocínio, consegue 
estabelecer uma expressão numérica que traduz a lei geral que lhe permite determinar o 
número de pontos de qualquer figura da sequência. 
A capacidade que revela na análise da sequência de pontos não parece ser a mesma na 
análise que faz às expressões fraccionárias para determinar o número de soluções de uma 
equação (Figura 76): 
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Figura 76 – Resolução Questão 6 (PréT). 
 
O aluno indicia não reconhecer a relação que há entre as expressões do numerador e do 
denominador, o que não lhe permite generalizar o seu raciocínio. O mesmo acontece quando se 
depara com uma desigualdade entre expressões algébricas (Figura 77): 
 
 
Figura 77 – Resolução da questão 10 (PréT). 
 
Rui tende a interpretar o papel da letra como um número generalizado apenas 
assumindo valores positivos o que indicia que só considera a monotonia parcial, e não total, da 
adição numa relação de ordem entre duas grandezas. 
 
Durante a intervenção pedagógica. Rui revela capacidade para estabelecer 
conexões de conceitos matemáticos que estudou em temas diferentes. É o que acontece na 
modelação de parte de um gráfico relativo à distância em função do tempo (Figura 78):   
 
 
Figura 78 – Resolução da Tarefa “Modelar com CBR”. 
 
O aluno identifica as coordenadas dos pontos relativos às extremidades do segmento de 
recta que conjuntamente com o seu grupo ficou de definir algebricamente: “podemos ver um 
vector e um ponto e fazemos a equação reduzida (…) em vez de números decimais, usamos 
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fracções, para o cálculo ser mais simplificado (…) como nos calhou o primeiro troço, admiti que 
começa na origem” (RAA4). Escreve a equação que representa o segmento de recta e ao testar 
o modelo verifica que “deu um gráfico para o positivo e para o negativo, temos que fazer os 
limites” (RAA4).  
Na resolução de outros problemas, usa procedimentos semelhantes para encontrar o 
modelo matemático que representa a situação em estudo. Por exemplo, na determinação da 
altura do solo que se cruzam os fios de dois postes, em que um deles se situa num terreno 
irregular, o aluno refere que “preciso de escrever as equações das rectas e calcular a 
intersecção” (RAA15) (Figura 79): 
 
 
Figura 79 – Resolução da Tarefa “A inclinação dos Postes”. 
 
Rui começa por determinar o valor de uma das variáveis e de seguida calcula o valor da 
outra em função da primeira, referindo que “qualquer uma das equações pode servir para 
encontrar o valor pedido” (NC_10/05/10). A sua capacidade para lidar com variáveis torna-se 
mais evidente quando precisa de descobrir a que distância do solo se cruzam duas cordas que 
unem as extremidades dos dois postes. Atribui a letra h  para representar o desnível do segundo 
poste em relação à horizontal e dá pouca importância à informação do enunciado, que lhe pede 
apenas uma possível solução, ao avançar para a generalização: “é modificar as coordenadas 
acrescentando um h  à altura e fazer o cálculo normalmente até chegar à equação” (RAA15). 
Apesar de tomar consciência de que apenas lhe era solicitada uma  solução opta por continuar o 
raciocínio e verificar o que acontece em todos os casos (Figura 80):  
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Figura 80 – Resolução da Tarefa “A inclinação dos Postes”. 
 
Através de um procedimento algébrico, o aluno considera que a altura das cordas em 
relação ao solo não se altera e conclui que “fica provado para todos e não apenas para o 
exemplo que pedia” (NC_10/05/10). 
Na resolução de problemas onde, à partida, não conhece nenhum procedimento que 
possa aplicar, como é exemplo o problema do “O Voo dos patos” (Anexo 13), Rui aprende a 
determinar o modelo que melhor se ajusta aos pontos experimentais que recolhe. Nas listas da 
calculadora insere as coordenadas dos pontos que representam a localização de cada um dos 
patos (Figura 81):  
 
 
Figura 81 – Resolução da Tarefa “O voo dos patos”. 
 
A introdução de pontos do 1.º e 2.º quadrantes, simétricos em relação ao eixo das 
ordenadas, não lhe permite definir o modelo que procurava. Da discussão no grupo turma sobre 
os resultados que obteve, “fizemos a tabela, fizemos o gráfico … função afim!... linreg? … Não 
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pode…o ’ a ’ está a dar zero, o declive não existe, a recta é horizontal” (RAA13) o aluno 
apercebe-se que tem de introduzir os valores “em 4 listas separadas” (RAA13).  
Identifica cada um dos ramos e estabelece o modelo matemático que representa cada 
uma das semi-rectas. Indicia compreender o significado dos ramos ao limitar os valores do 
domínio das expressões que traduzem cada uma das semi-rectas que lhe permitem obter a 
parte do gráfico que se adapta à imagem da figura do enunciado (Figura 82):  
 
 
Figura 82 – Resolução da Tarefa “O voo dos patos”. 
 
Ao observar que a função que definiu é composta por ramos, considera que obtém 
“expressões simétricas. Quando isso acontece podemos representar através de um módulo (…) 
por exemplo 2−  e 2  (…) módulo de uma delas (…) de 1x ou 1x− ” (RAA13). Rui mostra ter 
compreendido a transformação que fez e sente necessidade de a testar usando a calculadora.  
Com o decorrer da intervenção pedagógica, Rui tira partido das técnicas de regressão 
(linear e quadrática) para modelar situações, como se observa, por exemplo, na realização de 
um trabalho sobre a aplicação do que aprendeu no estudo da função quadrática a situações da 
vida real.  
O aluno traça como objectivo “criar um problema sobre a forma da igreja da nossa terra 
e resolvê-lo através de uma composição matemática com ajuda da tecnologia” (REA16) (Figura 
83): 
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Figura 83 – Resolução da Tarefa “Á procura de Parábolas”. 
 
Rui elabora o enunciado do problema e apresenta uma proposta de resolução com 
recurso à calculadora gráfica e ao GSP: “primeiro capturámos os pontos com o GSP e depois 
pusemos as coordenadas nas listas e descobrimos a equação e depois voltámos outra vez ao 
GSP, escrevemos a função e obtivemos a parábola por cima da fotografia” (NC_17/0/10). 
 O aluno demonstrou compreender o processo que realizou, ao conseguir sobrepor com 
bastante precisão a imagem geométrica da parábola à curvatura do vitral. Aplicou 
adequadamente os conceitos que aprendeu e elaborou a sua resposta à questão que formulou 
com base em procedimentos algébricos (Figura 84):  
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Figura 84 – Resolução da Tarefa “Á procura de Parábolas”. 
 
Apesar de ter à sua disposição materiais tecnológicos, privilegia, na resolução que 
apresenta, procedimentos algébricos.  
Outro problema onde Rui baseia a sua estratégia com base num modelo de regressão é 
na determinação do volume máximo de uma caixa construída a partir de cortes, na forma de 
quadrados, nos cantos de uma folha rectangular de 60 cm por 50 cm (Anexo 15). Começa por 
conjecturar que o volume é o mesmo e procura justificar a sua afirmação (Figura 85): 
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Figura 85 – Resolução da Tarefa “Volume das caixas”. 
 
Determina o volume para três casos diferentes, cujos resultados o leva a refutar a sua 
conjectura pelo facto de “um volume falhar” (NC_24/05/10). De seguida, recolhe alguns pares 
ordenados cuja abcissa considera a largura do corte e a ordenada o valor do volume da caixa, 
que resultam dos cortes efectuados. Representa graficamente esses pontos na sua folha e 
associa a sua disposição a uma parábola (Figura 86):  
 
 
Figura 86 – Resolução da Tarefa “Volume das caixas”. 
 
Ao discutir o esboço que efectuou no grupo turma −“nós não estamos a calcular 
volumes?... como é que pode ser uma quadreg?... tem que ser cúbica. … é melhor fazer à mão” 
(RAA17) − apercebe-se que a expressão “era o volume, e o volume é cúbica e não quadrática” 
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(NC_24/05/10). Na procura do modelo que melhor se ajusta aos pontos que considerou, 
reconhece que, o que obteve, não é adequado por se basear num reduzido número de pontos. 
Abandona a técnica da regressão e procura um modelo com base num procedimento algébrico 
(Figura 87): 
 
 
Figura 87 – Resolução da Tarefa “Volume das caixas”. 
 
Representa por meio de uma variável a largura do corte e, em função desta, obtém a 
expressão que modela o volume da caixa. No esboço que apresenta da função cúbica não 
restringe o domínio que valida a variação do volume da caixa e acaba por não indicar o valor 
máximo desse volume: “este problema deu-me que pensar porque eu fui primeiro para a 
parábola (…) eu fiz na calculadora, mas não passei o número” (NC_24/05/10). 
Com o decorrer do estudo, Rui dá a entender que compreende o que representa um 
modelo e que o uso das diferentes representações o pode ajudar nas suas conclusões 
(NC_24/05/10).  
Por exemplo, no problema do “Vinho do Porto” (Anexo17) começa por analisar a 
expressão numérica: 
200 18 8 300 12
200 300
× + ×
=
+
 
Apercebe-se de que esta expressão traduz a relação de mistura de vinhos velhos com 
vinhos jovens na produção de vinhos de idades diferentes, e procura escrever uma expressão 
geral que traduza essa relação numérica (Figura 88): 
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Figura 88 – Resolução da Tarefa “Vinho do Porto”. 
 
O aluno interpreta as quantidades numéricas que são generalizáveis e representa-as por 
letras. Resolve a equação que obtém e conclui que o vinho velho tem que ser o dobro do vinho 
novo, seja qual for a quantidade inicial usada. Essa percepção é reforçada pelo gráfico que 
ilustra a relação que estabeleceu (Figura 89):  
 
 
Figura 89 – Resolução da Tarefa “Vinho do Porto”. 
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Ao traduzir a lei geral que descobriu através de um gráfico, manifesta fazer uso, com 
compreensão, das diferentes representações de uma função e reconhece a sua utilidade em 
novas situações.  
 
Após a intervenção pedagógica. Das respostas que dá, no Pós-teste, às questões 
referentes à dimensão “Fazer extensões a novas situações”, Rui evolui, em relação às respostas 
que deu no Pré-teste, quer quanto à utilidade que reconhece às relações que estabelece, quer 
quanto à sua aplicabilidade a novas situações. No caso da determinação do perímetro de um 
triângulo escaleno, embora no Pré-teste chegue aos mesmos resultados, na resposta que dá no 
Pós-teste usa a expressão simplificada do perímetro (Figura 90): 
 
 
Figura 90 – Resolução da Questão 1 (PósT). 
 
Rui parece distinguir o papel isolado que a variável desempenha nas expressões do 
perímetro, do processo que resulta da variação do perímetro em função da variação da variável.  
Outro exemplo onde o aluno evidencia ter compreendido a utilidade de usar uma 
expressão geral é na determinação do número de pontos de uma figura de uma dada ordem de 
uma sequência (Figura 91): 
 
 
Figura 91 – Resolução da Questão 3 (PósT). 
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Também quando se trata de inferir conclusões gerais a partir de relações que analisa, 
Rui parece alterar a forma como pensa relativamente às respostas que deu no Pré-teste. 
Enquanto no Pré-teste procurou encontrar alguns valores que satisfizessem a igualdade, no Pós-
teste procura dar sentido à relação entre as expressões do numerador e do denominador (Figura 
92):   
 
Figura 92 – Resolução da Questão 6 (PósT). 
 
Ao relacionar a ordem de grandeza do numerador e do denominador apercebe-se que a 
letra x  pode assumir qualquer valor, no domínio da expressão, e não apenas dois valores como 
referiu no Pré-teste. A capacidade de manipular as expressões, também se verifica na resolução 
da desigualdade entre expressões algébricas (Figura 93):  
 
 
Figura 93 – Resolução da questão 10 (PósT). 
 
Comparativamente à resposta que deu no Pré-teste, Rui manifesta compreender a 
importância de generalizar e estender as suas justificações a todos os casos. Outro exemplo que 
corrobora esta situação é a transformação de gráficos de Funções da mesma família, quando 
afirma: “eu não me lembrava como é que se fazia isso e com a calculadora vi mais ou menos 
como é que era o gráfico para fazer o esboço” (E) (Figura 94):  
 
 
Figura 94 – Tarefa 4 (E). 
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Na procura da relação entre y x=  e y x= , o aluno recorre à calculadora para 
representar o gráfico de cada uma das Funções, relaciona o gráfico com a expressão e conclui 
que no segundo caso as imagens são sempre positivas. A relação que estabelece entre a 
expressão algébrica inicial e as seguintes, resultantes de translações da Função, permite-lhe 
esboçar os gráficos e compreender a influência da alteração dos valores dos parâmetros: “se 
mexer em x , desloca na horizontal e se mexer em y  desloca na vertical, só é preciso cuidado 
que no x  é ao contrário” (E). Apesar de não escrever uma expressão que generalizasse as 
transformações que efectuou mentalmente, o aluno manifesta compreender a influência dos 
parâmetros, no caso geral, tendo por isso assumido que o seu raciocínio se aplica em qualquer 
situação, independentemente do número de unidades que a função original se desloque.  
 
5.2.  Perspectiva sobre a resolução de problemas  
Antes da intervenção pedagógica. A opinião que Rui tem acerca da actividade de 
resolução de problemas e do trabalho de grupo, baseado em experiências de sala de aula de 
anos anteriores, é positiva. No que diz respeito à resolução de problemas, assinala o grau de 
concordância máximo relativamente à afirmação “Gosto de resolver problemas na aula de 
matemática” porque “prefiro as aulas práticas às teóricas” (Q). O mesmo acontece quando 
exprime a sua opinião em relação ao trabalho de grupo, pois considera que através deste 
método de trabalho “tiramos dúvidas uns aos outros. O facto de sermos vários, leva-nos a 
responder a problemas mais complicados correctamente” (Q). Contudo, reconhece que “muitas 
vezes alguns membros não trabalham [e que] o ambiente de trabalho fica mais ruidoso” (Q), o 
que para si são duas desvantagens do trabalho de grupo.  
O facto de gostar de resolver problemas e de reconhecer a sua importância, quer na sua 
aprendizagem, quer no seu dia-a-dia, leva Rui a afirmar que “os problemas são a melhor forma 
de aprender e aplicar a matéria (…) a maior parte das aplicações de matemática no dia-a-dia são 
aplicadas na forma de problemas” (Q). Para além da resolução de problemas, Rui também 
exprime concordância máxima com a utilidade da resolução de exercícios na sua aprendizagem 
ao permitir-lhe “praticar a matéria” (Q). Já em relação às tarefas de investigação, o aluno 
assinala a opção ”Não tenho Opinião” porque, como refere: “não me lembro de realizar 
nenhuma, por isso não tenho opinião” (Q). 
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De acordo com o número de respostas, nas quais Rui expressa concordância máxima, 
(5 em 6), e pelas justificações que apresenta relativamente às escolhas que faz, o aluno indicia o 
seu gosto e o seu hábito quer pelo trabalho de grupo, quer pela actividade de resolução de 
problemas.  
 
Durante a intervenção pedagógica. No estudo do tema das Funções foram 
apresentadas a Rui actividades sob a forma de problema para serem resolvidas e discutidas no 
seu grupo e no grupo turma. Logo nos primeiros problemas que resolveu, Rui considera que 
estes lhe foram úteis para “aplicação da matéria do dia-a-dia (…) e melhora a minha 
aprendizagem” (REA2). Refere ainda que “senti algumas dificuldades e fui pedindo ajuda aos 
meus colegas” (REA3), o que denota a importância que o aluno atribui quer à resolução de 
problemas quer ao trabalho de grupo.  
Conforme as tarefas se foram sucedendo, Rui tem tendência a considerar que com a 
resolução de problemas “desenvolvi a capacidade de interpretação de gráficos e a relação entre 
euros e dias, presentes no gráfico e que houve o desenvolvimento da matéria dada, como por 
exemplo o máximo absoluto, extremos de uma função” (REA5). Esta afirmação mostra que o 
aluno não encara a resolução de problemas apenas como uma actividade com a qual pode 
aplicar conceitos aprendidos, mas também uma actividade com a qual pode aprender novos 
conceitos. Esta ideia é corroborada com a sua opinião acerca da tarefa de simulação na sala de 
aula de um gráfico que representa o percurso de uma pessoa:  
 
Esta tarefa dos sensores foi boa, pois foi uma aula prática, em que trabalhámos 
em grupo, mas aplicámos na mesma a matéria. Com esta tarefa acho que 
aprendemos a analisar uma forma de representação das Funções (gráficos), 
aplicando o conceito de função. Também na parte final, quando tivemos que 
definir um segmento da recta, voltamos à Geometria, pois utilizámos a equação 
reduzida, o cálculo de vectores e as condições (…) Devíamos realizar mais vezes 
estas actividades, mas também continuar a praticar a matéria dada com 
resolução de exercícios. (REA4) 
 
Rui reconhece vantagens das actividades que emergem da resolução de problemas de 
forma mais atractiva para os alunos, como é o caso da possibilidade de formular enunciados, 
experimentar diferentes formas de representação do mesmo conceito ou mobilizar 
conhecimentos anteriormente adquiridos. Porém, Rui não deixa de reforçar a necessidade que 
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sente em ter oportunidade de aplicar a matéria com base em métodos mais tradicionais, 
nomeadamente através da resolução de exercícios habituais (NC_17/05/10). 
A possibilidade que teve de realizar um trabalho prático sobre a função quadrática fez 
com que Rui valorizasse a aplicabilidade dos conceitos matemáticos a situações do dia-a-dia: 
“tivemos a oportunidade de os aplicar mesmo, em vez de acharmos que podem ser aplicados” 
(REA16). 
 
Após a intervenção pedagógica. Ao ser confrontado com todo o percurso que 
efectuou ao longo da intervenção pedagógica, Rui reflecte na importância da resolução de 
problemas e do trabalho de grupo na forma como estudou o tema das Funções. Relativamente à 
resolução de problemas, refere que gostou de alguns, como por exemplo: 
 
O das estacas [postes], gostei daqueles em que tínhamos que descobrir por nós 
mesmos uma fórmula ou tínhamos que ver como é que havíamos de resolver 
(...) aquele do volume das caixas e também o dos sensores. (…) Esses que 
tínhamos que descobrir o modelo gostei, acho que foram produtivos (…) 
inicialmente havia sempre aquela vontade de ir por exemplos ou pela maneira 
mais fácil e não havia tanto aquela parte de tentar generalizar, mas a partir de 
uma certa altura já comecei a generalizar melhor. (E) 
 
A actividade da resolução de problemas parece ter influenciado a capacidade de Rui em 
escrever modelos e fazer generalizações, valorizando estes aspectos nas suas actividades de 
aprendizagem. O aluno reconhece ainda que a resolução de problemas o desafia a pensar mais 
do que a resolução de exercícios, embora considere que este tipo de tarefa é essencial na 
prática do que aprende: 
 
É bom aprendermos com um problema porque ajuda-nos a compreender a 
matéria e não ser aquela parte mecanizada, ensinam-nos assim e é assim que 
fica e não questionamos. Mas acho que deve haver também a parte, no final, de 
resolver os exercícios. Uma explicação detalhada porque há sempre alguma 
coisa que nos escapa a resolver. (E) 
 
Rui valoriza a possibilidade de descobrir por si mesmo e a oportunidade que a resolução 
de problemas lhe proporcionou de colocar as suas questões e de as esclarecer, o que parece tê-
lo ajudado também na forma como justifica os seus processos e raciocínios: 
 
Justificar ajuda porque obriga a assentar as ideias. Nós ficamos com as ideias 
um bocado espalhadas, (…) ajuda-nos a agrupar as ideias. Nós de vez em 
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quando pensamos que sabemos e depois quando estamos a fazer vemos que 
afinal não sabemos tão bem. É [uma forma] de ver se realmente sabemos ou se 
estávamos a dizer e depois não conseguimos explicar. (E) 
Comparativamente com a opinião que mostrou ter no início do estudo, o aluno parece 
reconhecer na actividade de resolver problemas outros aspectos relevantes, para além, como 
evidenciou na altura, da mera aplicação de conceitos no sentido de consolidar os conhecimentos 
adquiridos.  
Quanto ao trabalho de grupo, mantém a sua opinião inicial e continua a considerar que 
este lhe permite a discussão e confronto de ideias:   
 
O trabalho de grupo, acho que é bom, porque ajuda-nos a interagir com os 
outros, não ficamos só com a nossa opinião. Por vezes, a nossa opinião está 
errada e quando estamos a trabalhar em grupo, como são várias pessoas a 
pensar, ajuda sempre a corrigir o pensamento ou então outras ideias que não 
nos tenham ocorrido na altura, e que até podem ser mais fáceis ou que até 
podem nem estar correctas! Até podem corrigir a ideia que nós tivemos 
inicialmente. (E) 
 
Esta perspectiva indica que Rui quando trabalha em grupo tende a pensar de forma 
diferente acerca dos problemas com que se depara, e que tem a oportunidade de confrontar as 
suas ideias com as dos outros, corrigir os seus erros ou esclarecer as suas dúvidas.  
 
5.3.  Perspectiva sobre o uso das TIC 
Antes da intervenção pedagógica. Pela forma como responde às questões sobre o 
uso da tecnologia, Rui demonstra que poucas vezes a usou nas aulas de Matemática. Refere que 
ao longo do seu percurso escolar usou “apenas a calculadora e por vezes o retroprojector” (Q). 
Já fora da sala de aula afirma que recorre a alguns materiais tecnológicos para estudar 
matemática, nomeadamente “o computador com ligação à internet para tirar dúvidas” (Q). O 
uso que faz destes materiais parece ser importante no estudo autónomo que realiza, o que 
parece fazê-lo considerar que as tecnologias têm vantagens no desenvolvimento das suas 
actividades de estudo. Aponta como vantagens do uso da tecnologia, para a sua aprendizagem, 
a possibilidade do “estudo ficar mais intuitivo e é mais fácil captar a atenção dos alunos” (Q).  
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Durante a intervenção pedagógica. No estudo do tema de Funções Rui usou com 
frequência alguns materiais tecnológicos. Um dos exemplos que considerou mais marcante foi a 
experiência com o sensor de movimento: 
 
A minha opinião acerca do uso do sensor de movimento nesta nova temática 
das Funções é que foi uma brilhante ideia de abordar este tema porque, 
normalmente, não é muito usual este material interactivo, mas que despertou 
uma maior atenção e dedicação por parte dos alunos. Neste caso falo por mim, 
por ser uma matéria em que "não me dou bem", não é o caso de não perceber 
mas em relação a outros temas, neste demoro mais a conseguir interiorizar e 
compreender bem, e conseguir aplicar perfeitamente, mas como tudo, com 
estudo vai-se lá e experimentar ajuda muito. (REA4) 
 
Além de considerar que o uso da tecnologia pode favorecer o ambiente de 
aprendizagem, tornando-o mais atractivo para os alunos, o aluno reconhece que é importante na 
sua aprendizagem e parece valorizar a possibilidade de efectuar simulações da situação a 
estudar de modo a ajudá-lo nas relações que estabelece. 
Rui manifesta ainda uma grande apetência e curiosidade em aprender a trabalhar com a 
calculadora gráfica (NC_11/03/10). Considera que a calculadora o ajudou a “visualizar gráficos 
das Funções e a ver se o que tinha pensado batia certo” (REA11). Reconhece ainda a 
importância da técnica da regressão na resolução de alguns dos problemas propostos, que diz 
que “só foi possível porque pudemos usar a nossa calculadora e descobrir a expressão” 
(REA13).  
Para além da calculadora, Rui salienta ainda o recurso ao GSP e a importância que este 
teve para confirmar as conjecturas acerca de imagens geométricas de um dado gráfico. É 
exemplo desta situação a oportunidade que teve de manipular a deslocação do quadrado inscrito 
noutro quadrado e ver a variação da respectiva área: “no problema Imagens em movimento 
pensei que ia ser uma recta mas afinal era curva” (RAA11).  
Outro exemplo que Rui indica ter apreciado foi a possibilidade de estudar a variação dos 
parâmetros que influenciam a concavidade de uma parábola e a sua translação usando o GSP e 
a calculadora gráfica: “foi interessante experimentar nos dois lados, no computador via-se 
melhor e a cores e na calculadora também se via bem, mas dava mais trabalho a meter os 
valores” (RAA11). A possibilidade de Rui conjugar as potencialidades dos dois recursos que tinha 
disponíveis, parece ter sido importante e ter influenciado o modo como aprendeu os conceitos: 
“percebi bem como isto muda” (RAA16). 
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Após a intervenção pedagógica. Depois da experiência com o uso de materiais 
tecnológicos nas actividades da sala de aula Rui considera que: 
 
Algumas coisas com o uso da tecnologia provou ser mais fácil resolver os 
problemas do que analiticamente e por vezes mais rápido. Apesar de ter sempre 
os inconvenientes de por vezes o resultado não ser o pretendido! … como por 
exemplo neste último, que nós fomos pela maneira mais fácil [procurar o 
modelo com a calculadora] e achámos que o modelo era aquele que estava na 
calculadora mas realmente o modelo era diferente. (E) 
 
Apesar do aluno referir que a calculadora nem sempre lhe dava o resultado pretendido, 
parece reconhecer que esse facto o fez pensar mais pois: “obrigava-nos sempre a ter de 
confirmar, por exemplo, verificar se era quadrático ou era cúbico” (E). Rui constata ainda que 
este estudo “sem essas tecnologias ia ser muito mais difícil fazer e muito mais lento 
compreender e até fazer alguns exercícios” (E). Associa a esta vantagem, que reconhece no uso 
da tecnologia na sua aprendizagem, a possibilidade de efectuar uma representação gráfica 
“mais perfeita (…) com mais rigor” (E). Na utilização da tecnologia Rui destaca a rentabilização 
do tempo e a libertação de procedimentos morosos e complexos:  
 
Acho que o trabalho com a tecnologia é bom porque nos ajuda a ter tempo para 
compreender a matéria porque temos que fazer menos contas. Acho que é uma 
coisa que deve ser implementada, principalmente a matemática porque nos 
ajuda realmente a resolver coisas mais complicadas. (E) 
 
Rui atribui um papel de destaque à tecnologia, essencialmente para a aprendizagem da 
matemática, mas tende a considerar que o seu uso é mais útil quando utilizado em conjunto 
com procedimentos analíticos.  
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CAPÍTULO 6 
 ESTUDO DE CASO SOBRE RUTE 
Rute é uma aluna com 15 anos, que frequenta o 10.º ano de escolaridade do curso de 
Ciências e Tecnologias numa escola secundária de um concelho do distrito de Braga. É 
proveniente de uma escola básica de uma freguesia deste concelho, onde realizou o 2.º e 3.º 
ciclos do ensino básico, que se insere num meio onde predomina o sector têxtil. Os seus 
progenitores possuem como habilitações literárias o 9.º ano e o 6.º ano do ensino básico e 
revelam ter uma situação pouco estável, o que lhes permite usufruir do apoio social escolar para 
proporcionarem à Rute os materiais necessários para a sua actividade escolar. Como actividade 
extra-escolar, a aluna pratica natação na modalidade de competição cujos treinos diários e 
provas regulares lhe ocupam muito do seu tempo para além da escola. 
Ao longo do seu percurso escolar, apesar de nunca ter ficado retida, Rute obteve níveis 
inferiores a três a algumas disciplinas, nomeadamente a Matemática e Físico-Química. 
Relativamente à disciplina de Matemática, obteve no final do 9.º ano nível 3 na classificação 
interna e nível 4 na classificação externa, no exame nacional. No 1.º período do presente ano 
lectivo o seu desempenho foi insuficiente, o que se traduz na classificação de 7 valores. Porém, 
revelou-se sempre uma aluna atenta, empenhada, participativa e comunicativa. Ao esforçar-se 
por ultrapassar as suas dificuldades de aprendizagem a Matemática, procurou questionar o 
porquê das coisas, de modo a perceber o que fazia.  
Os resultados menos bons que obteve à disciplina de Matemática são causadores da 
pouca afinidade que parece ter com esta disciplina: “não gosto mesmo de Matemática, acho 
muito importante mas simplesmente não gosto (…) esta disciplina é importante porque saber 
cada vez mais é bom e é importante para o nosso futuro” (Q). Os exemplos marcantes do seu 
percurso escolar na disciplina de Matemática relacionam-se com as classificações que obteve 
em determinados momentos de avaliação: “negativamente, o meu primeiro teste de 10.º, a 
minha nota desse mesmo; positivamente foi ter conseguido chegar ao nível 4 no exame nacional 
de 9.º ano” (Q). Rute revela ressentir-se dos resultados que obtém, e estes parecem ser 
determinantes na sua auto-confiança.  
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6.1.  Aspectos do pensamento algébrico  
6.1.1. Estabelecer relações  
Antes da intervenção pedagógica. Na interpretação de problemas sobre 
conhecimentos geométricos, Rute parece visualizar a forma de figuras quando estabelece 
relações entre os seus elementos. Por exemplo, na determinação do perímetro de um triângulo 
escaleno revela ser capaz de representar a variação das medidas de um dos seus lados, por 
meio de uma variável, e obter as relações dessa variação com a medida dos outros lados (Figura 
95): 
 
 
Figura 95 – Resolução da Questão 2a) (PréT). 
 
Para escrever as expressões relativas à medida do comprimento de cada um dos lados, 
a aluna usa a letra l  e identifica por P o valor do perímetro. Na expressão do perímetro usa 
parêntesis para evidenciar as medidas dos comprimentos de cada um dos lados. Contudo, não 
simplifica a expressão parecendo evitar manipulá-la ou não reconhecer a necessidade de o fazer. 
A letra l  surge em cada uma das expressões mais como objecto identificativo da característica 
de cada um dos lados, do que um processo que resulta da sua influência na variação conjunta 
das medidas dos lados. 
Quando Rute tem que interpretar enunciados onde, não está subjacente nenhuma figura 
geométrica, de carácter mais abstractos, denota algumas dificuldades. Por exemplo, na tradução 
da relação entre o número de alunos e o número de professores de uma dada escola, escreve 
uma expressão com letras que representa o número de professores e de alunos segundo a 
ordem como aparecem no enunciado (Figura 96): 
 
 
Figura 96 – Resolução da Questão 2 (PréT). 
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Na representação simbólica que traduz o seu raciocínio, a aluna considera que a soma 
do número de alunos com o número de professores é nula, não revelando espírito crítico de 
questionar a razoabilidade do resultado a que chega entre quantidades positivas.  
Na interpretação da informação de gráficos, embora identifique as variáveis x  e y  
relativas aos eixos coordenados, Rute também não estabelece relações entre os valores das 
variáveis (Figura 97): 
 
 
Figura 97 – Resolução da Questão 4 (PréT). 
 
Identifica, no primeiro caso, uma recta paralela ao eixo dos xx  sem estabelecer a 
relação que as variáveis têm entre si. A forma como institui o critério de paralelismo entre a 
recta y  e o eixo dos xx , distinguindo recta de eixo, a aluna aparenta percepcionar todos os 
pontos com a mesma ordenada. Já no segundo caso, ao transformar ramos hiperbólicos em 
rectas não identifica a variação que caracteriza uma Função Afim. Parece relembrar-se que no 
estudo da função afim analisou situações cujos gráficos passavam na origem e outras que não 
passavam. No terceiro caso, confunde o critério de perpendicularidade entre os eixos cartesianos 
com a posição que a recta de uma Função Linear tem com esses eixos. 
 
Durante a intervenção pedagógica. Ao iniciar o estudo do tema das Funções, Rute 
indicia ter presente a noção de função e os seus aspectos essenciais (Figura 98):  
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Figura 98 – Resolução da Tarefa “Noção de função”. 
 
A aluna estabelece a relação entre o domínio e os objectos e o contradomínio e as 
imagens e, embora numa linguagem corrente, escreve uma definição de função. Tem a noção 
de que uma função é uma relação entre duas variáveis. Contudo, na discussão com os seus 
colegas de grupo, afirma que “não me lembro de quase nada do que se pode fazer com 
Funções” (RAA5), o que revela que Rute possui alguns conhecimentos sobre Funções mas não 
sente confiança para fazer uso deles. É exemplo disso a interpretação que faz da informação do 
gráfico que ilustra a seguinte situação (Figura 99):  
 
 
Figura 99 – Resolução da Tarefa “Empresa na Bolsa”. 
 
Rute apercebe-se da variação da função mas não usa termos específicos e não faz 
referência às variáveis, o que denota uma tendência para descrever apenas o que observa no 
gráfico:  
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Ainda era o 1.º dia ela ainda estava baixa, começou a crescer, começou a subir 
na bolsa depois quando chegou a um certo momento no dia 1 de Fevereiro 
surgiu uma empresa cujo … isto é o quê? O seu saldo na bolsa era negativo! 
Uma empresa começou com saldo negativo? Isso não se diz!”. (RAA5)  
 
Quando estabelece relações a partir de um enunciado com informação relativa a uma 
figura geométrica, Rute parece mobilizar melhor os conhecimentos que tem. No problema dos 
rectângulos de área 18 cm2, a aluna estabelece a relação entre as medidas do comprimento e 
da largura, começando por identificar as variáveis e construir uma tabela (Figura 100):  
 
 
Figura 100 – Resolução da Tarefa “A mesma área, muitos rectângulos”. 
 
Na tabela só considera dois valores para as variáveis, embora reconheça que existe uma 
infinidade deles, e a partir desta concretização infere a relação pretendida. Ao escrever a 
expressão que relaciona as variáveis que considerou, altera a designação de ‘L’ e ‘C’ para x  e 
y  porque “é sempre assim que aparece nas equações” (RAA8). Rute parece não reconhecer a 
expressão que escreveu. Ao tentar representar graficamente a relação que obteve fá-lo com base 
nos dois pares ordenados que determinou na tabela (Figura 101):  
 
 
Figura 101 – Resolução da Tarefa “A mesma área, muitos rectângulos”. 
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Não aparenta ter o hábito de testar as relações que estabelece, o que indicia a forma 
como Rute aceita a imagem geométrica que resulta da representação que faz: “nós na 
Geometria vimos que dois pontos dá sempre uma recta” (RAA8). Faz a sua representação tendo 
por base escalas diferentes nos dois eixos e percebe que esse facto não influencia a forma da 
imagem geométrica que obtém. Apesar de representar partes da recta cujas imagens são 
negativas, considera apenas a parte positiva porque “isto são rectângulos, não há medidas 
negativas” (RAA8) e considera que a função é constante porque “é sempre a subir…não tem 
curvinhas” (RAA8). Na procura de representar mais pontos, a partir do momento que se 
apercebe da existência de uma infinidade deles, apenas escolheu mais três (Figura 102):  
 
 
Figura 102 – Resolução da Tarefa “A mesma área, muitos rectângulos”. 
 
A aluna revela compreender a relação entre a representação na forma de tabela e na 
forma de gráfico, mas ao fazer a escala comete um erro e o gráfico que obtém não é uma 
hipérbole, embora tenha concluído que com “a realização deste gráfico e com a tabela que 
elaboramos verificamos que a largura ( x ) e o comprimento ( y ) não são directamente 
proporcionais e que se aumentarmos ao x  ou ao y  eles têm que diminuir respectivamente” 
(RAA8). Esta relação que estabelece entre as medidas do comprimento e da largura permite-lhe 
inferir a relação da variação no caso de uma destas dimensões se aproximar indefinidamente de 
zero ou de infinito. No entanto, Rute tem algumas dúvidas em fazer um estudo dessa variação e 
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parece associar esse conceito à análise de um gráfico: “não pode ser da variação porque não 
temos gráfico! Aqui só diz para considerar um rectângulo! Espera aí! [a Rute lê outra vez] (…) 
como é que eu faço isso?” (RAA8). Ao discutir o assunto com os seus colegas de grupo começa 
por considerar que os valores tendem para 18 e, por concretização, apercebe-se que tendem 
para infinito: “os valores aumentam… até 18 … não, se fizer 0,1 vezes 180 dá 18! … e se 
diminuir mais, ficam perto do infinito” (RAA8) (Figura 103): 
 
 
Figura 103 – Resolução da Tarefa “A mesma área, muitos rectângulos”. 
 
Ao concretizar dois valores, assume o menor como muito próximo de zero, e o maior 
como o mais elevado sem se aperceber que aplicou a propriedade comutativa da multiplicação. 
Retira conclusões com base em situações particulares e generaliza os seus resultados sem os 
sustentar teoricamente.  
Esta tendência de Rute em inferir relações por concretização de letras verifica-se 
também no estudo que faz acerca da influência da variação dos parâmetros numa expressão 
que representa a família das Funções quadráticas. Partindo da expressão ( ) khxaxf +−= 2)(  
e com recurso à calculadora procura relacionar a alteração dos parâmetros a , h  e k  com a 
imagem geométrica das Funções que escreve (Figura 104): 
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Figura 104 – Resolução da Tarefa “Influência dos parâmetros”. 
 
Ao atribuir valores inteiros e positivos aos parâmetros a , h  e k  apenas se apercebe 
das translações verticais e horizontais e da abertura da concavidade. Na explicação que 
apresenta não explicita qual o parâmetro que influencia cada transformação e não dá exemplos 
de casos em que a concavidade é voltada para baixo. A aluna tende a considerar que quando 
altera um dos parâmetros os outros também se alteram. Porém, ao debruçar-se apenas sobre o 
parâmetro a  apercebe-se de que este pode assumir qualquer valor à excepção de zero embora 
não apresente qualquer esboço de possíveis situações. Pela justificação que dá para o caso em 
que a  é zero, parece não considerar que deixa de ter uma equação do 2.º grau, designando o 
gráfico resultante de “parábola constante, porque fica como uma recta” (REA12).  
 
Após a intervenção pedagógica. Ao responder às questões do Pós-teste, Rute 
denota ter evoluído na forma como estabelece as suas relações relativamente ao que respondeu 
no Pré-teste. Na questão do perímetro do triângulo escaleno, sustenta a sua resposta em duas 
representações pictóricas (Figura 105):  
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Figura 105 – Resolução da 1a) (PósT). 
 
Apresenta uma figura com medidas concretas, seguida de outra com medidas 
representadas por meio de expressões com letras. Parte de uma situação numérica para 
procurar compreender a relação geral que pode estabelecer. Na definição da expressão do 
perímetro apercebe-se que pode simplificá-la, o que revela entender que a variação das medidas 
dos lados do triângulo depende da medida de um dos seus lados.  
Esta capacidade de trabalhar com letras é também evidenciada na relação que escreve 
a partir da interpretação da informação de gráficos de três Funções (Figura 106):  
 
 
Figura 106 – Resolução da 4 (PósT). 
 
Relativamente ao primeiro gráfico, não escreve qualquer expressão algébrica mas 
estabelece a relação constante entre as variáveis y  e x . No segundo gráfico, 
comparativamente ao que fez no Pré-teste, reconhece a relação de Proporcionalidade Inversa e 
parece compreender a variação dos valores das variáveis embora não apresente a expressão que 
as relaciona. Já no caso do terceiro gráfico, mostra compreender que y  varia em função de x  
mas associa-a à função identidade sem atender à inclinação da recta.  
A capacidade de estabelecer relações também se evidencia a partir da interpretação que 
faz de enunciados escritos. Rute mantém a coerência de raciocínio feita no Pré-teste quanto à 
relação de igualdade entre as quantidades que representam o número de professores e de 
alunos (Figura 107):  
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Figura 107 – Resolução da 2 (PósT). 
 
Manifesta compreender o significado das letras pelo que representam e não pela ordem 
que leu, o que se traduz na escrita de uma relação correcta, comparativamente com o que fez 
no Pré-teste.  
A capacidade de estabelecer relações é corroborada pela relação que escreve após a 
intervenção pedagógica (Figura 108):  
 
 
Figura 108 – Resolução da Tarefa 1 (E). 
 
Embora resolva as três primeiras situações em termos processuais, a aluna reconhece 
que para generalizar os processos que efectuou deve seguir uma perspectiva estrutural: “aqui 
fazia … ia por tentativas, mas não pode ser, tenho que generalizar. (…) a expressão era qualquer 
coisa menos qualquer coisa, igual a 10! … vou dar letras, pode ser H-G=10” (E). 
 
6.1.2. Analisar Relações 
Antes da intervenção pedagógica. Ao analisar o papel das letras em várias 
situações matemáticas, Rute indicia compreender que nem sempre assumem o mesmo papel 
mas não os identifica (Figura 109):   
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Figura 109 – Resolução da Questão 5 (PréT). 
 
No caso das letras figurarem numa fórmula, Rute considera-as como objectos que 
reconhece pelo nome da entidade que representam. Nos restantes casos, tende a considerá-las 
como representativas de números, não distinguindo as situações em que podem assumir apenas 
um valor ou conjunto de valores dentro de um dado domínio.  
Apesar de não distinguir o papel das letras, isso não impede que a aluna manipule 
expressões nas quais elas possam surgir (Figura 110): 
 
 
Figura 110 – Resolução Questão 7 (PréT). 
 
Da análise que faz das expressões Rute opta por determinar o valor da incógnita que 
verifica a igualdade, sem se aperceber que poderia substituir a letra da outra expressão pelo 
valor que encontrou ou estabelecer uma relação entre as expressões. Depreende que a mesma 
letra não pode assumir o mesmo valor em expressões diferentes.  
Já no caso de uma equação com várias letras, Rute não se apercebe que as pode 
simplificar (Figura 111): 
 
 150 
 
Figura 111 – Resolução Questão 8 (PréT). 
 
Da análise que faz da igualdade centra-se no número de letras, o que a leva a inferir que 
a pode resolver em função de uma das letras, que pode isolar em cada um dos membros. 
Identifica os termos semelhantes mas não reconhece que pode reduzi-los. O mesmo se verifica 
na simplificação de termos fraccionários (Figura 112): 
  
 
Figura 112 – Resolução Questão 9 (PréT). 
 
Rute parece não reconhecer qualquer relação entre as expressões do denominador.  
 
Durante a intervenção pedagógica. Quando analisa relações Rute manifesta 
especial tendência para as que têm um contexto real. É o exemplo da análise que faz de um 
gráfico de uma revista que ela selecciona (Figura 113):  
 
 
Figura 113 – Resolução da Tarefa “Análise do gráfico da revista” 
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Após ter feito uma análise das percentagens relativas às audiências de televisão retira 
relações através das relações estabelecidas graficamente. Ao analisar uma situação da vida real 
aplica conceitos matemáticos aprendidos. Com esta análise dá sentido a pontos relevantes e 
reconhece que “conseguimos ver como, se quiséssemos, elaborar um gráfico … nós 
conseguimos fazer um por nós” (RAA7). 
A capacidade de analisar situações da vida real parece ser algo que a aluna desenvolve 
com o estudo das Funções. Por exemplo, na resolução do problema “Imagens em movimento” 
(Anexo 11), Rute apercebe-se da variação da área do quadrado inscrito e estabelece uma 
conjectura que exprime no esboço gráfico que ilustra a situação (Figura 114):  
 
 
Figura 114 – Resolução da Tarefa “Imagens em movimento”. 
 
Após ter elaborado a sua conjectura com base nas relações que estabeleceu entre as 
variáveis área e deslocamento apercebe-se da variação da área e identifica a sua imagem 
geométrica com a forma de um V. Preocupa-se em testar a sua conjectura, recorrendo ao GSP, e 
em refutá-la, reconhecendo que o gráfico resultante é uma parábola.  
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Rute também manifesta tendência para elaborar e justificar as suas conjecturas no 
problema do “ Volume das Caixas” (Anexo 15). Coloca sete caixas, que obtém a partir do corte 
de quadrados de diferentes lados nos cantos de uma folha de tamanho A4, por ordem 
decrescente pois “quanto mais se corta menor é o volume” (REA17) (Figura 115): 
 
 
Figura 115 – Ordenação das caixas pela variação do seu volume. 
 
A aluna conjectura que os volumes são diferentes e procura testar a sua afirmação 
recorrendo à fórmula do volume de prismas em duas situações distintas (Figura 116):  
 
 
Figura 116 – Resolução da Tarefa “Volume das caixas”. 
 
Ao obter valores diferentes para o volume nos dois casos que testa, aceita como válida a 
sua conjectura: “depois de todas as tentativas chegamos à conclusão que quanto menor for o 
corte maior é o volume” (RE17). Apesar de Rute se aperceber da necessidade de testar as suas 
conjecturas, evidencia não compreender que um reduzido número de casos não lhe possibilita 
inferir relações gerais. 
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Após a intervenção pedagógica. Nas respostas que apresenta no Pós-teste sobre as 
questões de análise de relações, Rute manifesta alguma evolução em relação às respostas que 
deu no Pré-teste, embora ainda manifeste algumas lacunas na manipulação de expressões com 
letras e na aplicação de regras procedimentais. Por exemplo, ao analisar o papel das letras em 
diferentes situações, mostra não compreender o papel que assumem embora já identifique em 
casos simples uma incógnita (Figura 117):   
 
 
Figura 117 – Resolução da Questão 5 (PósT). 
 
Também nas expressões fraccionárias a aluna revela mais capacidade para manipular 
as expressões do que no Pré-teste (Figura 118):  
 
 
Figura 118 – Resolução da Questão 9 (PósT). 
 
Reduz ao mesmo denominador mas não identifica as expressões simétricas, o que a 
impede de aplicar a propriedade distributiva e simplificar devidamente a expressão. 
Na discussão do número de soluções de uma equação, com várias letras, Rute identifica 
os termos semelhantes e reduz os termos o que lhe permite obter a relação que determina o 
número de soluções (Figura 119):  
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Figura 119 – Resolução da Questão 8 (PósT). 
Mostra compreender que as duas letras são variáveis e que podem assumir um conjunto 
de valores que tornam a igualdade verdadeira.  
A capacidade de Rute em analisar expressões reflecte-se também quando, 
comparativamente com o que fez no Pré-teste, reconhece a relação entre expressões (Figura 
120): 
 
 
Figura 120 – Resolução da Questão 7 (PósT). 
 
A aluna opta por resolver a equação, em vez de ler e manipular através da expressão, 
para dar sentido ao resultado que obtém e determina, em função deste, o valor da expressão 
seguinte denotando perceber a influência da mesma letra nas duas expressões.  
Também na discussão de valores de a ∈   que faz com que o polinómio 
( ) 3 21 (3 3)a x ax a x a+ + + + +  seja do 2.º grau completo, a aluna considera “que tenho que 
resolver as expressões que estão dentro de parêntesis, mas não sei se estou a pensar bem, é 
que a letra a  aparece em todas e isso vai mudar todas não é?” (E) (Figura 121): 
 
 
Figura 121 – Resolução da T10 (E). 
 
A aluna relaciona o valor que os coeficientes assumem com o valor que determina com 
o grau do polinómio que obtém. Identifica o valor que anula o termo de grau três e refere que 
este também anula o termo do 1.º grau: “todas as contas na máquina vi que o outro dava zero e 
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eu sei que se não tiver lá o a , o b  e o c  … aqueles da fórmula resolvente, não é completo” (E). 
Rute manifesta ser capaz de analisar uma situação e estabelecer relações mobilizando alguns 
dos seus conhecimentos anteriores na procura de justificar as suas repostas. 
A mobilização de conhecimentos adquiridos também acontece no problema do volume 
de cilindros construídos a partir da mesma folha de papel de tamanho A4. Rute conjectura que 
os volumes são iguais por terem a mesma área lateral e delineia uma estratégia no sentido de 
validar a sua conjectura (Figura 122):   
 
 
Figura 122 – Resolução da T11 (E). 
 
Ao validar a sua conjectura, recorrendo à concretização de valores para calcular os 
volumes nas duas situações, Rute refuta-a por reconhecer a relação de grandeza entre a área da 
base e a altura dos cilindros.   
 
6.1.3. Fazer extensões a novas situações 
Antes da intervenção pedagógica. Das relações que estabelece Rute procura usá-
las em novas situações, como faz por exemplo na determinação do perímetro de um triângulo 
escaleno que se conhece a medida do lado menor, que influi na variação das medidas dos 
outros dois (Figura 123):  
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Figura 123 – Resolução Questão 1 (PréT). 
 
Porém, no processo inverso para determinar as medidas dos lados de um dos triângulos 
escalenos a partir do valor do seu perímetro a aluna ignora a relação que escreveu e trabalha 
como se o triângulo fosse equilátero.  
A dificuldade que Rute revela em manipular algumas expressões não lhe permite 
estabelecer generalizações. Por exemplo, na discussão do número de soluções de uma equação 
fraccionária ignora a relação que existe entre o numerador e o denominador e procura, 
inadequadamente, uma relação numérica que satisfaça a condição dada (Figura 124): 
 
 
Figura 124 – Resolução Questão 6 (PréT). 
 
A dificuldade que manifesta em manipular expressões algébricas fraccionárias já não 
acontece quando estabelece uma relação de ordem entre expressões algébricas inteiras. A aluna 
apercebe-se da existência de termos semelhantes e que são simétricos se os mudar de membro 
(Figura 125):   
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Figura 125 – Resolução da Questão 10 (PréT). 
 
A aluna evidencia compreender que a incógnita assume uma infinidade de valores e 
identifica o seu domínio de validade em termos de simbologia matemática. Chama conjunto dos 
números racionais a  , o que denota, em termos estruturais, alguma confusão na identificação 
dos conjuntos numéricos.  
A identificação de regularidades em sequências aritméticas ou geométricas favorece a 
formação da correspondente lei geral. Porém, Rute embora identifique a regularidade entre os 
cinco primeiros termos de uma sequência não estabelece a lei geral que lhe permita determinar 
um termo de ordem qualquer (Figura 126): 
 
 
Figura 126 – Resolução Questão 3 (PréT). 
 
Para determinar o termo de ordem 5, a aluna encontra o valor por somas consecutivas. 
Mas no caso da 30.ª figura parece reconhecer que o mesmo processo seria moroso e procura 
encontrar uma nova relação. Ao aplicar uma regra de tês simples evidencia não se aperceber 
que as grandezas não são proporcionais.  
 
Durante a intervenção pedagógica. Rute procura mobilizar os seus conhecimentos 
perante os problemas que lhe são propostos. Esta tendência verifica-se, por exemplo, no caso de 
um problema de modelação com recurso ao CBR para recolher dados e produzir parte de um 
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gráfico relativo à distância em função do tempo. A aluna identifica os extremos do segmento de 
recta a modelar, determina o declive e escreve a equação reduzida da recta que contém esse 
segmento (Figura 127):  
 
 
Figura 127 – Resolução da tarefa “Modelar com o CBR”. 
 
Após escrever a equação da recta, Rute recorre à calculadora para verificar se 
corresponde ao segmento de recta que procura representar. Ao obter uma recta em vez de um 
segmento de recta pensa que a solução passa pela transformação da expressão que obtém: “era 
esta aqui (…) uma parte. Eu ia dizer uma coisa mas não digo (…) era por exemplo isto a dividir 
por dois. Era para dar só o lado positivo” RAA4) (Figura 128):  
 
 
Figura 128 – Resolução da Tarefa “Modelar com o CBR”. 
 
A aluna não se apercebe que a transformação que tem de fazer não passa pela 
expressão mas sim pela restrição do domínio da variável independente. Só após a discussão 
com o seu grupo e a verificação da sua nova estratégia é que compreende que o segmento de 
recta é uma parte do modelo que escreveu (Figura 129): 
 159 
 
 
Figura 129 – Resolução da Tarefa “Modelar com o CBR”. 
 
A aluna manifesta efectuar esta restrição por associação a problemas que resolveu no 
tema da Geometria: “já me lembro, quando era no lado do cubo fazia-se uma condição com x ” 
(RAA4). 
Rute manifesta reconhecer algumas situações em que pode escrever um modelo com 
base na equação reduzida da recta. Por exemplo, na resolução do problema  “A inclinação dos 
postes”, ao verificar que precisa da distância a que duas cordas se cruzam em relação ao solo, 
identifica cada uma delas como sendo uma recta e modela a situação (Figura 130): 
 
 
Figura 130 – Resolução da Tarefa “A inclinação dos Postes”. 
 
A aluna escreve as equações com base em pontos coordenados, que retira em relação 
ao referencial que escolhe, e recorre à calculadora para determinar o ponto de intersecção 
dessas rectas. Identifica o papel de cada uma das variáveis e reconhece o valor de y como 
sendo a altura que procura.  
Durante a intervenção pedagógica a aluna resolve outros problemas com recurso à 
técnica de regressão da calculadora, como é exemplo a relação que estabelece entre a 
conversão de temperaturas em escalas Celsius e Fahrenheit. Após analisar e comparar a 
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variação dos valores nas duas escalas, valores esses fornecidos numa tabela, Rute recorre à 
técnica de regressão para encontrar a expressão que modela a situação (Figura 131):  
 
 
Figura 131 – Resolução da Tarefa “Função afim”. 
 
A aluna constata que a expressão que obteve na calculadora difere da fórmula que 
conhece da disciplina de Físico-Química e verifica que o modelo que obtém não se ajusta a todos 
os valores que lhe foram fornecidos: “pode não passar exactamente naquele ponto” (RAA9). Mas 
reconhece que o modelo que obteve lhe pode ser útil noutras situações (Figura 132):   
 
 
Figura 132 – Resolução da Tarefa “Função afim”. 
 
Ao reconhecer a utilidade das expressões que escreve parece reflectir a tendência de 
Rute para procurar expressões gerais, o que se verifica, por exemplo, na aplicação do conceito 
da função quadrática à vida real: “o principal objectivo é mostrar que no nosso dia-a-dia 
podemos deparar-nos com Funções quadráticas” (REA16). A aluna demonstra, por um lado, 
capacidade para reconhecer situações matemáticas no meio que a rodeia e, por outro lado, 
capacidade de aplicação de conhecimento adquiridos: “vamos explicar o porquê de ser uma 
parábola e mostrar as suas principais características, como a altura que a água atinge” (REA16). 
Partindo de uma situação da vida real, recorre a materiais tecnológicos para modelar a situação 
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e dar resposta ao problema que formulou: “qual é a altura máxima que a água do chafariz do 
largo Francisco Sousa atinge?” (REA16) (Figura 133): 
 
 
Figura 133 – Resolução da Tarefa “Á procura de Parábolas”. 
 
Rute considera que “tivemos de recorrer a várias maneiras como por exemplo fotos, 
máquina gráfica e GSP que nos permitiu descobrir os pontos de uma parábola de chafariz” 
(REA16) para dar resposta ao problema enunciado: 
 
Para descobrirmos a altura máxima que a água atinge precisamos de descobrir 
o vértice da parábola, a partir do modelo da parábola que é: 
22, 2 2,9 1, 4x x− − +   
Se 2, 2a = − ; 2,9b = − ; 1, 4c =  
V= , (0,7;2, 4)
2 4
b
a a
− −∆ 
= 
 
 
Conclusão: Altura máxima que a água atinge é dada pela coordenada do eixo 
dos yy  (ordenada), e neste caso o valor que corresponde a (2,4). (REA16) 
 
A aluna procura dar sentido à matemática que aprende na sala de aula e manifesta essa 
preocupação quando elabora outras questões para o mesmo problema: 
 
Problema2: O senhor T quer construir um lago com chafariz em forma de 
parábola no seu restaurante. Como pode ele saber as dimensões do lago para 
que a água não caia fora do lago?  
Resposta: 1.º Através do programa GSP, descobrimos as coordenadas dos 
pontos que coincidem com as extremidades da parábola, ou seja, o início e o 
fim do chafariz. (Coordenada do inicio do chafariz = 0.88; Coordenada do fim do 
chafariz = -2.15). 2.º Depois de descobertas as coordenadas, vamos descobrir a 
distância entre o início e o fim do chafariz do senhor T (Distância entre o inicio e 
o fim do chafariz = coordenada do inicio do chafariz – coordenada do fim do 
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chafariz = 0.88 – (−2.15) = 3.03 u.a). 3.º Agora que já descobrimos a distância 
entre o início e o fim do chafariz, vamos imaginar uma largura para o lago, para 
que a água do chafariz não caia fora do lago. 
Conclusão: Como a distância entre o início e o fim da parábola é de 3.03 u.c. 
então o lago deve ter de largura entre 6 u.c. a 7 u.c.. (REA16) 
 
Embora não efectue qualquer tentativa de converter as dimensões que determina em 
dimensões reais mostra compreender que estas não correspondem a nenhuma unidade 
específica e designa-as por unidade de comprimento (uc). 
 
Após a intervenção pedagógica. Comparativamente às respostas que deu no Pré-
teste às questões relativas à Extensão a novas situações, no Pós-teste Rute manifesta 
compreender que as relações que escreve lhe podem ser úteis noutras situações, como 
exemplifica a determinação das medidas dos comprimentos dos lados de um triângulo escaleno 
do qual conhece o seu perímetro (Figura 134):   
 
 
Figura 134 – Resolução da Questão 1 do (PósT). 
 
A aluna começa por interpretar a situação através de um exemplo numérico para, de 
seguida, induzir a sua generalização. Usa essa generalização quer para determinar o perímetro 
de um dos triângulos que conhece a medida do menor lado, quer para determinar a medida dos 
três lados conhecendo o valor do perímetro, o que não fez no Pré-teste. 
A aluna mostra ser capaz de manipular expressões, o que também se verifica na relação 
de ordem que estabelece entre expressões algébricas (Figura 135):  
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Figura 135 – Resolução da Questão 10 (PósT). 
 
Rute identifica os termos semelhantes e reduz a inequação a uma forma mais simples: 
“eu fiz de cabeça, cortei 2x  com 2x e x  com x ” (NC_14/06/10). Constata que a 
desigualdade é sempre verdadeira independentemente dos valores de x, mas não explicita o 
conjunto de valores que a variável pode assumir: “se é verdade é porque x  pode ser qualquer 
coisa” (NC_14/06/10). 
Na discussão do número de soluções de uma equação fraccionária, em vez de identificar 
a existência de alguma relação entre as expressões, Rute concretiza a variável por dois valores e 
parece aperceber-se que há uma infinidade de valores que verificam a condição (Figura 136):  
 
 
Figura 136 – Resolução da Questão 6 (PósT). 
 
Ao alargar o seu raciocínio a todas as situações, mostra alguma evolução relativamente 
à resposta que deu no Pré-teste.  
Mas nem em todas as situações a aluna consegue generalizar a partir da determinação 
de alguns termos (Figura 137):   
 
 
Figura 137 – Resolução da Questão 3 (PósT). 
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Na explicação que dá ao seu raciocínio, a aluna reconhece que “em cada figura 
aumenta 4, por isso é mais 4, não, vezes 4, mas depois dá 120, e depois te que se por mais 1, 
porque eu experimentei aqui alguns e vi que dava sempre mais um ao resultado” (E). Ao 
escrever a expressão geral, admite a utilidade da expressão que encontrou e determina o termo 
de ordem 30 apercebendo-se que “agora é só ver qual é a figura que quero e meter lá o 
número” (E) (Figura 138): 
 
 
Figura 138 – Resolução da Questão 3 (PósT). 
 
A tendência de Rute para procurar relações gerais é mais evidente, embora revele, por 
vezes, dificuldades de o fazer sem ajuda. Um caso exemplificativo desta dificuldade é a 
translação do gráfico da função módulo. A aluna reconhece que a variação dos parâmetros 
influencia a deslocação no eixo dos xx  ou no eixo dos yy : “porque eu pensei assim, esta é 2x  
tem que cortar o eixo do xx , e esta é 3y = , tem que cortar o eixo do yy .” (E). Quando tenta 
explicar o seu raciocínio decide testar a sua afirmação na calculadora e reconhece que “não me 
lembrei disso (…) vai descer duas unidades (…) está a mexer em x , e o eixo dos xx  é 
‘mentiroso’, porque está menos e vai deslocar-se duas unidades para a direita” (E) (Figura 139): 
 
 
Figura 139 – Resolução da T4 (E). 
 
A relação que estabelece entre a expressão algébrica inicial e as seguintes permite-lhe 
esboçar os gráficos e depreender a influência dos valores que altera, o que evidencia que Rute 
compreende as transformações nas várias situações não mostrando porém necessidade de 
escrever uma expressão geral.   
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6.2.  Perspectiva sobre a resolução de problemas  
Antes da intervenção pedagógica. Ao expressar as suas opiniões sobre os seus 
métodos de trabalho e de estudo, Rute atribui, numa escala de 1 a 5, concordância máxima 
quanto ao trabalho de grupo e à resolução de problemas. Relativamente ao trabalho de grupo, 
justifica a sua opção por considerar que com a “ajuda dos colegas, sem algumas vezes recorrer 
ao professor, ajuda uns aos outros” (Q), embora reconheça que uma das desvantagens deste 
método de trabalho se deve a “alguns alunos que são mais rápidos que outros e não costumam 
esperar” (Q). Quanto à importância da resolução de problemas na sua aprendizagem considera 
que assim “serei capaz de resolver outros sozinhos” (Q).  
No que se refere aos diferentes tipos de tarefas que pode realizar na sala de aula, 
manifesta concordar parcialmente com as afirmações que dizem respeito à resolução de 
problemas, exercícios ou investigações na sala de aula. Quanto aos exercícios, considera-os 
importantes porque “posso tirar logo a dúvida” (Q). Em relação aos problemas associa-os à 
forma como a ajudam a compreender os conceitos: “posso perceber melhor a matéria” (Q). No 
que diz respeito às tarefas de investigação afirma que “acho interessante e desperta o meu 
interesse para uma determinada matéria” (Q). Esta diferenciação que Rute faz relativamente a 
cada tarefa parece depender da função que atribui a cada uma delas nas suas actividades de 
estudo à disciplina de Matemática. Nas opiniões que expressa parece valorizar mais a 
compreensão dos conceitos. Contudo, acrescenta que a resolução de problemas é importante no 
seu dia-a-dia porque “posso pôr o meu raciocínio em prática várias vezes” (Q). 
 
Durante a intervenção pedagógica. O tema das Funções foi estudado com base na 
exploração de problemas que favorecessem a introdução e a aplicação de conceitos 
matemáticos. Uma destas finalidades é reconhecida por Rute quando, logo no primeiro 
problema que resolveu, “Que número Calças” (Anexo 5), refere que a resolução de problemas 
contribui para “melhorar a interpretação e ajuda a entender a matéria” (REA3). Outra forma que 
Rute considera de aplicar o que aprende está associada à possibilidade de elaborar enunciados: 
 
O que mais me desafiou foi relacionar o tempo com a distância, e inventar 
problemas para o outro grupo resolver, com o sensor eles tinham que fazer tudo 
o que tínhamos pensado. Com esta tarefa acho que aprendemos a analisar uma 
forma de representação das Funções (gráficos), aplicando o conceito de função. 
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Também na parte final, quando tivemos que definir um segmento da recta, 
voltamos à Geometria, pois utilizamos a equação reduzida, o cálculo de vectores 
e as condições. (REA4) 
 
Além de reconhecer que pode aplicar conceitos, reconhece também que a resolução de 
problemas a desafia e que lhe permite mobilizar conhecimentos de outros temas que estudou. 
Com o decorrer da intervenção pedagógica, Rute manifesta a sua preferência em 
especial por resolver problemas da vida real porque “conseguimos perceber como funciona as 
Funções no nosso quotidiano” (Q). A aluna denota que, com a resolução de problemas, pode 
aplicar o que aprende o que parece ser positivo no seu processo de aprendizagem. Porém, 
identifica outras vantagens nesta actividade: “uma coisa que mais gostamos foi de resolver 
problemas e achamos que assim o nosso raciocínio ficou mais desenvolvido, embora nem 
sempre seja fácil de descobrir como se resolvem” (REA17). A aluna evidencia que a resolução 
de problemas tem influência na forma como estrutura o seu pensamento e constata que nem 
sempre é capaz de dar resposta aos problemas que tem que resolver. Rute afirma ainda que “é 
mais fácil de avaliar aquilo que sabemos depois de resolver esta actividade” (RAA16) pelo que 
parece considerar a resolução de problemas útil para debelar as suas dificuldades.  
 
Após a intervenção pedagógica. Quando Rute é confrontada com a necessidade de 
recordar o percurso que efectuou ao longo do estudo do tema das Funções, considera positiva a 
contribuição da resolução de vários problemas:  
 
O dos “Postes”, porque eu achei interessante por independentemente da 
posição do terreno, os postes nunca seriam do mesmo tamanho. Assim, nós 
tivemos que chegar a esta conclusão. Outro, foi aquele que fizemos do volume 
das caixas, porque eu pensava que quanto mais cortava menor era o volume, 
mas não, porque nós não estávamos a ligar à altura. E porque deu para aplicar 
a matemática em coisas do dia-a-dia. (E)  
 
A aluna mostra que ao resolver determinados problemas consegue estabelecer relações 
e inferir conclusões que não esperava e manifesta ter dado mais atenção à relação entre as 
variáveis valorizando a contextualização do problema na sua aplicabilidade no quotidiano. Um 
aspecto que a aluna valoriza bastante é a possibilidade de explicar os seus raciocínios quando 
resolve problemas: 
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A mim ajudou, porque eu acho mais fácil escrever aquilo que estou a pensar e 
escrever o meu raciocínio direito e chegar à conclusão daquilo que as perguntas 
pediam! Como tínhamos que descobrir algumas coisas, era mais fácil se 
explicássemos como estávamos a pensar. (E) 
 
A aluna reconhece também que aprender um novo conceito através da resolução de um 
problema “ajuda porque quando fossemos a dar mesmo a matéria era mais fácil de ver porque 
já resolvemos um problema com isso” (E). 
Quanto ao trabalho de grupo, na resolução de problemas, continua a evidenciar o apoio 
que pode usufruir dos colegas de grupo e a sua importância na forma como aprende os 
conceitos matemáticos:  
 
Se estivermos em grupo, nós damos uma solução e o outro colega dá outra, é 
muito melhor, podemos ajudar-nos uns aos outros enquanto se estivermos 
sozinhos temos só que fazer aquilo que estamos a pensar! Em grupo há sempre 
alguém que pensa de outra maneira que seja mais fácil para nós. (E) 
 
A oportunidade de discutir as suas ideias parece ser um factor determinante na 
importância que Rute atribui ao trabalho de grupo. A aluna reconhece também que gostou do 
trabalho que desenvolveu e que aprendeu coisas novas ao longo da intervenção pedagógica:   
 
Gostei, porque para além de aprender as coisas da matemática, a matéria que 
demos, aprendi também a trabalhar em grupo, e a ouvir as soluções dos outros 
e com as soluções dos outros mais a minha tentar resolver. Por exemplo, em 
vez de ver o lado mais difícil ver o lado mais fácil. (E) 
 
6.3. Perspectiva sobre o uso das TIC 
Antes da intervenção pedagógica. Ao relembrar algumas das experiências que teve 
ao longo do seu percurso escolar com as TIC, Rute evidencia não ter usado este tipo de recursos 
nas aulas de matemática. Quando questionada sobre o uso de materiais tecnológicos na sala de 
aula e a sua finalidade, refere que “usava a máquina de calcular, para me ajudar a resolver os 
exercícios” (Q). Para Rute, este material tecnológico é visto numa perspectiva instrumental de 
auxílio na resolução das suas tarefas da aula. O uso que fez da calculadora leva a aluna a 
considerar que “perdemos a prática de alguns cálculos básicos” (Q) denotando que usar 
indiscriminadamente esta ferramenta na sala de aula nem sempre favorece a sua aprendizagem. 
Contudo, considera que uma vantagem do seu uso foi ”facilitar o meu trabalho e raciocínio” (Q). 
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Já quando se refere aos materiais tecnológicos usados fora da sala de aula, a aluna 
mistura materiais tecnológicos com materiais não tecnológicos: “uso máquina de calcular e 
caderno de actividades. O caderno de actividades para me ajudar a resolver outros exercícios” 
(Q). Esta associação de materiais parece dever-se, por um lado, à ausência de experiências com 
a tecnologia e, por outro lado, à associação que faz da resolução de exercícios em que usou a 
calculadora como ferramenta de cálculo.  
 
Durante a intervenção pedagógica. No estudo das Funções Rute teve a 
oportunidade de trabalhar com o sensor de movimento e de perceber as potencialidades da 
calculadora gráfica, o que parece ter influenciado a opinião que tem sobre estes materiais:  
 
Fez com que a matéria das Funções iniciasse numa perspectiva espectacular, 
em que todos nós percebêssemos a primeira parte das Funções e também a 
trabalhar melhor com a máquina calculadora gráfica. Eu adorei estas aulas 
porque fez com que todos os nossos colegas prestassem atenção e não 
perturbassem a aula. Estas aulas que tivemos com a máquina calculadora 
gráfica ajudou-nos a perceber melhor as Funções através de gráficos que 
construímos por movimentos com velocidade e distância. (REA4)  
 
A aluna parece associar a compreensão que realizou dos conceitos à aplicação da 
tecnologia e denota motivação para o estudo do tema que se iniciou, indiciando assim 
considerar que os materiais tiveram um duplo papel, na sua aprendizagem na introdução do 
tema das Funções. Por um lado funcionou como motivação e por outro ajudou na compreensão 
dos conceitos. Com a utilização de outros materiais, nomeadamente o GSP, Rute teve outras 
oportunidades de realizar novas aprendizagens e reconhecer novas vantagens no uso da 
tecnologia: “gostei muito de poder mexer no computador e ver aquele programa das parábolas a 
mudar, além de ser mais interessante, permitiu ver mais exemplos ao mesmo tempo e isso foi 
bom para se perceber a matéria” (E). A aluna manifesta a sua preferência por usar materiais 
com os quais possa interagir afirmando que “se formos nós a mexer é melhor para perceber” 
(E). Refere que a calculadora gráfica é imprescindível no estudo das Funções e que com ela “eu 
consigo pensar melhor porque aqui na recta eu vi logo que estava mal, eu só queria um bocado 
e deu uma recta enorme. Se não tivesse visto ia ter o problema todo mal” (RAA13). 
Outro aspecto que Rute salienta na resolução de vários problemas é a possibilidade de 
recorrer à técnica da regressão para descobrir um modelo matemático. É exemplo disso o que 
afirma relativamente ao trabalho que desenvolveu na aplicação da função quadrática à vida real: 
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“com a realização deste trabalho aprendemos várias coisas, entre elas a trabalhar com 
programas que nos facilitam a descoberta de várias coordenadas de parábolas nomeadamente 
da nossa ‘parábola de chafariz’” (REA16). A possibilidade de resolver problemas da vida real e 
de poder simular algumas situações parece ter motivado Rute na sua aprendizagem de 
Matemática.  
 
Após a intervenção pedagógica. Com o contacto que Rute teve com os materiais 
tecnológicos durante a intervenção pedagógica parece influenciar a importância que dá a esses 
materiais no ensino e na aprendizagem de Matemática: 
 
Acho que o uso da tecnologia ajudou no estudo das Funções, facilitou-nos o 
trabalho, por exemplo, enquanto sem a calculadora nós tínhamos que andar a 
desenhar todos os gráficos para cada número que variasse, e andar a ver qual 
era a diferença, com a calculadora, conseguia-se ver as coisas muito mais 
direitinho e muito mais simples. (E) 
 
Rute parece reconhecer a vantagem da calculadora no rigor das construções e 
comparação de gráficos resultantes da variação de parâmetros.  
Ao identificar um conjunto de vantagens no uso da tecnologia indicia ter uma imagem 
positiva da forma como esta foi utilizada no estudo das Funções. Valoriza a aprendizagem 
através de softwares como “o GSP que dava algum esboço daquilo que nós queríamos resolver, 
e era mais fácil de ver porque as imagens eram maiores que na nossa calculadora” (E). Embora 
reconheça que há vantagens no uso do computador, parece privilegiar o uso da calculadora que, 
estando mais acessível, lhe permite usar as “listas nas Funções. Por exemplo para procurar uma 
expressão que desse para todos os casos. Fizemos pelas listas porque tínhamos que arranjar 
um modelo e fazer com dados da vida real também é mais fácil com a calculadora” (E). Rute 
denota que o uso da tecnologia foi importante para estabelecer relações através da escrita de 
um modelo e para aplicar conceitos que aprendeu. 
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CAPÍTULO 7 
 CONCLUSÕES 
O presente estudo pretende contribuir para a compreensão de formas de promover o 
desenvolvimento do pensamento algébrico de alunos do 10.º ano. Nessa compreensão, este 
capítulo sistematiza o que de mais importante se evidencia das actividades desenvolvidas por 
Rui, Sílvia e Rute. Não pretendo fazer comparações entre estes alunos, que constituem três 
estudos de caso, mas antes identificar e compreender os aspectos fundamentais que relacionam 
a estratégia utilizada e os seus processos de raciocínio, que sirvam de reflexão para a inovação 
de práticas lectivas e que ajudem futuras investigações.  
 
7.1.  Síntese do estudo 
Esta investigação tem como objectivo compreender como se desenvolve o pensamento 
algébrico com recurso à resolução de problemas e às TIC no estudo do tema das funções, 
respondendo às seguintes questões: 
 
(3) Que aspectos do pensamento algébrico se desenvolvem nos alunos do 10º 
ano no estudo das funções? Qual o contributo da resolução de problemas e 
do uso das TIC nesse desenvolvimento?  
(4) Que perspectivas têm os alunos sobre a resolução de problemas e o uso das 
TIC no desenvolvimento do pensamento algébrico? 
 
Para responder a estas questões, seleccionei, após a concretização de uma intervenção 
pedagógica na leccionação do tema das Funções, três alunos com níveis de desempenho 
diferentes. Cada aluno deu origem a um estudo de caso – Rui, Sílvia e Rute – cujos dados foram 
recolhidos em três momentos distintos – antes da intervenção pedagógica, durante a 
intervenção pedagógica e após a intervenção pedagógica. O estudo foi orientado por uma 
abordagem qualitativa de natureza interpretativa e seguiu um design de estudo de caso. As 
técnicas de recolha dos dados foram: Questionário, Teste (Pré-teste e Pós-teste), Análise 
Documental (que inclui registos escritos e as transcrições de aula áudio-gravados) e Entrevistas.  
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7.2.  Conclusões do estudo 
Neste subcapítulo apresento as principais conclusões em torno de três pontos que 
emergem das questões de investigação: (1) Aspectos do pensamento algébrico (estabelecer 
relações, analisar relações e fazer extensões a novas situações); (2) Contributo da resolução de 
problemas e do uso das TIC no desenvolvimento do pensamento algébrico; e (3) Perspectivas 
dos alunos sobre a resolução de problemas e o uso das TIC no desenvolvimento do pensamento 
algébrico. Começo por analisar o desempenho dos três alunos em relação a aspectos do 
pensamento algébrico tendo em conta os três momentos da intervenção pedagógica (Antes, 
Durante e Após) e o suporte teórico que elaborei. Analiso seguidamente a influência da 
estratégia adoptada e dos recursos utilizados e termino com a análise das perspectivas dos 
alunos atendendo às experiências que traziam antes da intervenção pedagógica e às 
experiências que realizaram durante a intervenção pedagógica bem como a importância que 
estas tiveram ao longo do estudo. 
 
7.2.1. Aspectos do pensamento algébrico 
Estabelecer relações. Sílvia, Rui e Rute traduzem, antes da intervenção pedagógica, da 
linguagem corrente para linguagem matemática enunciados de problemas através de uma 
representação simbólica. Reconhecem a utilidade do símbolo que escolhem para estabelecer 
uma relação, o que para Arcavi (1994) faz parte do sentido do símbolo. No entanto, enquanto 
Sílvia e Rui tendem a usar, na maior parte das situações, a letra x , Rute opta por escolher a 
letra inicial do nome do que ela representa, como por exemplo a letra l  para designar a medida 
de um lado de uma figura geométrica. A tendência para o uso da letra x  parece dever-se à 
utilidade que se lhe dá ao longo do 3.º ciclo em muitas situações algébricas, como por exemplo 
na resolução de problemas, de equações e de inequações, como também por ser a letra que 
usa na calculadora para representar a variável de uma função, como exemplifica a afirmação de 
Sílvia: “eu acho que é melhor pôr aqui x  como aparece na máquina” (NC_01/02/10). 
Enquanto Rui e Sílvia usam as letras independentemente da quantidade desconhecida que 
pretendem representar, Rute associa a sua letra ao objecto (Küchemann, 1978). Esta aluna, ao 
atribuir rótulos às variáveis, estabelece relações que resultam, segundo Ursini e Trigueros (1997) 
e Kieran (1992), de técnicas e procedimentos rotineiros que apelam à memorização, como é 
exemplo a aplicação de fórmulas de perímetros, áreas e volumes. Nas relações que 
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estabelecem, apenas Sílvia manifesta confusão ao nível da sintaxe da álgebra — troca o dobro de 
x  pelo seu quadrado — o que parece dever-se, segundo Kieran (1992), à insegurança na forma 
como escreve as relações que envolvem termos literais.  
Os três alunos nem sempre usam o mesmo tipo de representação quando resolvem 
problemas semelhantes. Por exemplo, Sílvia e Rute recorrem mais vezes a estratégias de 
representação mistas, cujas respostas envolvem o uso combinado de símbolos, números e 
figuras, o que, segundo Freire et al. (2004), evidenciam a compreensão da informação fornecida 
no enunciado da tarefa. Já Rui opta várias vezes por não usar figuras, parecendo visualizar 
mentalmente as relações e por tender a ser lacónico nas suas respostas, o que não o impede de 
compreender a actividade que desenvolve. 
Na tradução de enunciados escritos, os três alunos revelam capacidade para usar letras 
nas relações que escrevem. Contudo, Rui denota não ser influenciado pela ordem da leitura que 
faz e indicia entender a letra como variável, o que parece dever-se à sua capacidade de 
abstracção. Sílvia e Rute retiram os dados, estruturando o problema da esquerda para a direita 
considerando as letras como objecto (Kieran, 1992; Lochhead & Mestre, 1995).  
Nas relações que estabelecem a partir da interpretação de gráficos, Rui reconhece 
relações, como as de proporcionalidade directa e inversa, tal como se verificou no estudo 
realizado por Fonseca (2000). Esta autora conclui que a utilização de determinados processos 
pode ser influenciada pelo conhecimento prévio dos alunos. No entanto, Rui nem sempre 
representa essas relações através de uma expressão algébrica, mas sim através das suas 
próprias palavras. Para Schoenfeld e Arcavi (1988), sintetizar as observações através das suas 
próprias palavras é uma acção que pode ajudar na transição da aritmética para a álgebra. Por 
sua vez, Sílvia embora reconheça a representação de algumas funções confunde o conceito de 
função linear com o conceito de função constante — “aqui é y x= , é sempre constante” (RAA1) 
—, ao que Markovits et al. (1998) consideram ser fruto de uma concepção errada de linearidade. 
Quanto a Rute, as dificuldades são ainda maiores, pois não reconhece as relações que estudou 
nos anos anteriores. Estabelece relações inadequadas com base em conceitos que aparentam 
ser memorizados mas desligados entre si como é exemplo a sua afirmação ao observar uma 
hipérbole: “é função afim, porque as duas rectas não passam na origem” (RAA1). Para Kieran 
(1992) e Kaput (1999), tal procedimento é comum nos alunos que estabelecem relações sem 
compreensão da relação que existe entre as variáveis e sem questionarem o que fazem.  
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Durante a intervenção pedagógica, a ênfase dada à resolução de problemas de contexto 
de semi-realidade (Ponte, 2005) parece influenciar Sílvia nas relações que estabelece a partir da 
leitura de gráficos que representam situações do quotidiano. Rui e Rute, apesar de conseguirem 
ler a informação contida num gráfico, através de uma descrição da situação representada, não 
estabelecem relações com base no conceito de variação. O conceito de variável parece assim 
não estar devidamente consolidado, o que se deve, na perspectiva de Schoenfeld e Arcavi 
(1988), ao múltiplo uso que os alunos fazem das letras e às características de mudança que 
esse conceito envolve.  
Rui e Sílvia foram frequentemente demonstrando conhecer termos específicos das 
funções o que parece tê-los levado a usar uma simbologia adequada aos problemas que 
resolveram. No entanto, por vezes, recorrem em simultâneo à notação simbólica e à designação 
em linguagem corrente do que a variável representa, o que para Arcavi (1994) evidencia a 
capacidade de usar os símbolos de acordo com o contexto.  
Relativamente à capacidade de usar as múltiplas representações de uma função, Rui e 
Sílvia parecem fazê-lo com compreensão, embora Rui pareça condicionado pela existência da 
infinidade de valores que pode inferir da expressão algébrica na transição pra a representação 
através de uma tabela. Ambos revelam segundo (Kieran, 1992), relacionar variáveis e pensar em 
termos algébricos. Já Rute não tem essa facilidade e constrói uma tabela a partir do rótulo que 
atribui às variáveis, parecendo ignorar a expressão algébrica  
Os três alunos começam por estabelecer relações com base em concretizações de 
valores numéricos para inferir relações gerais. Rui e Sílvia, quando recorrem à concretização de 
variáveis, tendem a ajustar os resultados que procuram a modelos que estudaram ao longo da 
intervenção pedagógica, embora nem sempre o façam adequadamente. Por exemplo, Rui 
associa a disposição de pontos que traduzem a função módulo à função quadrática. Markovits et 
al. (1998) consideram que é frequente os alunos procurarem regularidades com base nos 
modelos que são seus conhecidos. Já Sílvia reconhece a relação e a partir da observação de um 
número limitado de valores – “já chega de exemplos, isso agora dá sempre um a crescer outro a 
baixar” (RAA8) – e estabelece a relação pretendida. Rute não demonstra esta capacidade o que 
parece dever-se à dificuldade já evidenciada em reconhecer funções que já estudou. No entanto, 
fruto da natureza das tarefas que resolve em grupo, esta aluna tende a escrever relações 
apresentando respostas com recurso a múltiplas representações, o que, segundo Lins e 
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Gimenez (1997) e Kieran (1992), pode ajudar na procura de significados para a álgebra a partir 
da aritmética.  
Após a intervenção pedagógica, Sílvia e Rute mostram evolução no uso das estruturas 
que aplicam na escrita de relações e revelam capacidade para simplificar expressões simples. 
Rui revela melhorar a sua capacidade de trabalhar com letras, que, como defende Bardini et al. 
(2004), parece ter influência na forma como usa e compreende os símbolos algébricos.  
Rute e Sílvia melhoraram a sua capacidade quer para traduzir enunciados escritos quer 
para traduzir informações contidas em gráficos. Segundo Bednarz et al. (1996), a tradução de 
enunciados de problemas em linguagem matemática significa uma transição da aritmética para 
a álgebra, em termos de simbolismo e em termos de raciocínio. Sílvia parece ter superado a sua 
dificuldade na diferenciação dos conceitos de função linear e função constante — “não é 
constante, é quando um aumenta e o outro também aumenta” (E) —, e evidencia ter uma noção 
mais clara do conceito de variável — “varia e influencia a forma como o gráfico aparece” (E). Rui 
continua a não evidenciar dificuldades na tradução de enunciados — “gosto de analisar gráficos 
e descobrir os problemas; passar essas informações para outras formas, também consigo, não 
tenho dificuldade” (E) – e mostra capacidade de relacionar a informação apresentada nas 
diferentes formas. Ambos procuram contextualizar e dar significado às expressões que 
escrevem, o que, de acordo com Fiorentini et al. (1993), parece resultar da actividade 
matemática que desenvolveu a partir de uma situação problema. Quanto a Rute, evidencia 
compreender a importância do uso de letras para estabelecer relações gerais — “eu mudei, 
agora é tudo à base de expressões” (E) — mas não é capaz de resolver todos os problemas, 
constata que ”há alguns que me baralham” (E). De acordo com Kaput (1999), Rute tende a 
manipular símbolos algébricos sem a preocupação de perceber o que eles representam. Introduz 
letras de forma arbitrária nas relações que quer generalizar, o que para Lins e Gimenez (1997) 
revela uma tendência “Letrista”. Por exemplo, para mostrar a diferença entre dois números 
quaisquer representados por expressões que não consegue escrever, usa duas novas letras para 
representar esses números mas sem perder a compreensão do que quer expressar: “aqui fazia, 
ia por tentativas, mas não pode ser, tenho que generalizar (…) a expressão era qualquer coisa 
menos qualquer coisa, igual a 10 … vou dar letras, pode ser 10H G− = ”. (E) 
 
Analisar relações. Antes da intervenção pedagógica, os três alunos reconhecem que as 
letras podem assumir diferentes papéis mas nenhum deles os identifica claramente, o que, 
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como defende Arcavi (1994), parece resultar dos múltiplos usos que lhes podem ser dadas. Na 
análise que fazem de algumas expressões, Rui e Sílvia, além de identificarem o papel da letra 
como objecto (Küchemann, 1978), reconhecem o valor de uma letra numa igualdade entre duas 
expressões. Rui em situações simples avalia o valor da letra através de uma análise semântica 
(Küchemann, 1978; Kaput, 1999). Sílvia, em casos semelhantes, determina o valor da letra 
resolvendo a equação o que parece dever-se à influência de actividades que desenvolvia no 3.º 
ciclo. 
Rui e Sílvia revelam ser capazes de manipular expressões, quer através da aplicação de 
um conjunto de regras e procedimentos, numa perspectiva estrutural (Kieran, 1992) quer, em 
situações simples, através da análise que fazem pela leitura global da expressão. Esta 
capacidade de ler através das expressões, trata-se, segundo Arcavi (1994, 2005), da capacidade 
de se afastar do significado do que representa a letra isoladamente e ao mesmo tempo 
conseguir ter uma perspectiva global das expressões simbólicas. Contudo, Sílvia na manipulação 
de símbolos algébricos nem sempre se preocupa com aquilo que eles representam, o que, em 
algumas situações, a impede de compreender os resultados que obtém, como foi o caso em que 
considerou que letras diferentes não podem assumir o mesmo. Já Rute, embora revele ser 
capaz de resolver uma equação simples, não é capaz de usar o seu resultado nem de analisar a 
expressão como um todo, de modo a inferir uma nova relação o que parece dever-se à 
dificuldade que evidencia em analisar algumas relações.  
A tendência dos três alunos para efectuar procedimentos algébricos, mostra as suas 
fragilidades na aplicação de regras e estruturas, por exemplo, à simplificação de expressões 
algébricas fraccionárias e com expoentes. Sílvia e Rui, perante a dificuldade que sentiram não 
desistiram e, embora inadequadamente, transportaram procedimentos da resolução de 
equações para a simplificação de expressões (Freudenthal, 1983), o que também se verificou no 
estudo realizado por Socas et al. (1996). Já Rute, não tenta efectuar qualquer procedimento, o 
que parece dever-se à sua insegurança no conhecimento que tem das relações estruturais. As 
dificuldades de Rute parecem dever-se ao facto de ter que operar com a adição e a subtracção, 
estando estas operações inerentes a termos literais, à semelhança do que se verificou no estudo 
realizado por Kieran (1992).  
Durante a intervenção pedagógica, os três alunos conjugam estratégias que os 
conduzem à inferência de relações correctas. Sílvia parece ter ultrapassado algumas dificuldades 
de manipular e transformar expressões com termos literais, com base na segurança que adquire 
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no uso de estratégias, incluindo as simbólicas (Freire et al., 2004). Por exemplo, a aluna, por 
tentativa e erro analisa valores resultantes de uma relação dada e obtém um resultado correcto. 
No estudo realizado por Ursini e Trigueros (1997), os autores verificaram que os alunos, quando 
procuravam soluções através de tentativa e erro, tendiam a generalizar inadequadamente, o que 
não aconteceu com Sílvia por se aperceber da relação existente entre os valores que 
concretizava e o resultado que pretendia. Como defendem Lins e Gimenez (1997), ao partir de 
análises de casos particulares, por concretizações numéricas, a aluna infere relações e faz 
generalizações a partir da aritmética. Já Rui, ao analisar a relação dada, tende a usar processos 
algébricos para estabelecer novas relações, embora refira que “depende do problema, mas 
normalmente vou pelo analítico, é força do hábito, a não ser que o exercício esteja muito virado 
para o gráfico” (E).  
Rui, Sílvia e Rute revelam capacidade para formular conjecturas, apesar de inicialmente 
não as testarem. Rui, com o decorrer do estudo começa a justificar as suas afirmações, assim 
como a formulá-las com base em modelos seus conhecidos, o que, em algumas situações, o 
induziu em erro. Exemplo disso é o modelo quadrático, que escreve influenciado pela 
observação da forma da nuvem de um número reduzido de pontos, em vez de escrever o 
modelo de uma função cúbica. Para Markovits et al. (1998), este erro é comum nos alunos que 
procuram regularidades com base em modelos que conhecem. Sílvia apresenta as suas 
justificações mais na verificação de resultados que obtém por concretização embora tenda a 
inferir conclusões acertadas, o que denota, mais uma vez, a sua capacidade de compreender as 
relações entra as variáveis. Já Rute tende a elaborar as suas conjecturas através da sua intuição 
e quando as procura testar opta por aplicar regras suas conhecidas, como, por exemplo, a 
fórmula do volume de um prisma, ou concretiza um reduzido número de valores à semelhança 
do que aconteceu com alunos do estudo de Ursini e Trigueros (1997). Por exemplo, ao 
conjecturar, com base nas suas percepções, acerca da variação do volume de caixas obtidas a 
partir do corte de quadrados nos cantos de uma folha, usa, como refere Stavy e Tirosh (2000), a 
regra do “Mais A – Mais B” e infere relações erradas, o que também se verificou com alunos do 
6.º e 9.º anos de escolaridade do estudo realizado por Martins (2008). As estratégias que os três 
alunos seguem nem sempre são semelhantes o que tende a dever-se às várias formas de 
encarar a resolução de problemas. Rute, ao aplicar conceitos matemáticos que aprendeu ao 
longo da intervenção pedagógica a situações da vida real, situa-se, segundo Stanic e Kilpatrick 
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(1989), no patamar da resolução de problemas enquanto contexto salientando que “prefiro os 
problemas que são do dia-a-dia e servem para alguma coisa” (E). 
Após a intervenção pedagógica, Rui manifesta ter desenvolvido o seu sentido do símbolo 
ao ser capaz de reconhecer a diferença entre uma variável e uma incógnita, embora fique 
indeciso perante os parâmetros, como exemplifica a sua afirmação: “eu aí lembrava-me que o 
y  e o x  era um ponto qualquer, o a  era o declive, o b  era um número, que já não me lembro 
o nome… variáveis? Números?” (E). Apesar de não fazer esta identificação, o aluno não se inibe 
de trabalhar com as letras em diferentes contextos, o que faz com que o aluno, na perspectiva 
de Arcavi (1994, 2005), se aperceba intuitivamente dessas diferenças. Para Rui, o que orienta a 
sua actividade são as letras que representam uma quantidade que se altera independentemente 
de ser variável ou parâmetro e afirma “não me lembrava como é que se fazia isso, vi mais ou 
menos como é que era, mas no final já compreendi. O significado das letras eu não percebia 
bem pus todas elas incógnitas mas fiz na mesma” (E). Sílvia, apesar de manipular símbolos 
algébricos, não compreende a diferença entre variável e incógnita, o que mostra, segundo Kaput 
(1999), que em algumas situações perde a compreensão das operações que efectua. Por 
exemplo, a aluna continua a considerar que letras diferentes não podem assumir os mesmos 
valores. Rute, na análise de expressões, reconhece uma letra como incógnita e revela 
compreender que há letras que podem assumir mais que um valor, mas não refere o termo 
variável: “eu já faço muita coisa sozinha. Eu estava a pensar nisto, dava muitos resultados, mas 
eu achava esquisito estes valores” (E). 
Na elaboração de conjecturas, Rui continua a fazê-lo de forma natural e a recorrer, 
sempre que oportuno, à concretização de valores e infere relações gerais, tal como Cañadas e 
Castro (2007) constataram na investigação que realizaram com alunos do ensino secundário 
sobre o raciocínio indutivo em contexto de resolução de problemas. Sílvia, indicia ter evoluído 
como se constata pela forma mais cuidadosa como as formula, como foi o caso do problema do 
volume dos cilindros, – “eu achei que iria ter menor volume o mais baixo, mas pode ser também 
uma ilusão óptica, como aquilo das caixas, porque nós pensávamos que ia ser o mesmo volume 
e depois não era” (E). Já Rute mantém a sua tendência para elaborar conjecturas com base nas 
suas intuições e em verificá-las por substituição de valores o que, muitas vezes, a leva a inferir 
conclusões erradas. Quer Rui, quer Sílvia, após elaborarem as suas conjecturas revelam, pelos 
valores que usam, compreender que para as refutar podem recorrer a contra-exemplos, tal como 
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é sugerido pelo NCTM (2007) e Ponte e Canavarro (1997), enquanto Rute evidencia a sua 
dificuldade de compreender a relação entre os valores que escolhe e a situação que analisa. 
Rui e Sílvia, apesar de preferirem procedimentos algébricos para estabelecer novas 
relações por análise de outras, manifestam compreender a generalidade da situação fazendo da 
álgebra uma ferramenta para a generalização, tal como afirma Bednardz et al. (1996). Rute, 
embora revele estar mais à vontade quando transforma expressões, ainda não é capaz de o 
fazer, não tendo por isso adquirido, como defende Arcavi (1994), a capacidade de raciocinar 
sobre o que representa uma expressão e não apenas a letra que a forma. 
Quando os três alunos, procuram transformar as expressões, usam elementos 
considerados algébricos embora, nem sempre os concebam como número generalizado 
(Fiorentini et al., 1993). O que é de esperar se considerarmos o estudo desenvolvido por Filloy, 
Rojano e Solares (2010), onde concluíram que as competências algébricas no trabalho com 
letras não são alargadas de forma espontânea a todos os casos semelhantes. Para estes 
autores, os alunos do seu estudo foram capazes de representar um valor desconhecido e usar 
expressões algébricas em algumas situações, mas noutras continuaram a operar em termos 
concretos. Esta constatação leva Filloy et al. (2010) a considerar que um aluno que trabalha 
com números desconhecidos pode não ter adquirido toda linguagem algébrica, o que parece ter 
também acontecido a Rui, Sílvia e Rute.  
 
Fazer extensões a novas situações. Antes da intervenção pedagógica Rui, Sílvia e Rute 
usam as expressões que escrevem. Porém, Sílvia e Rute nem sempre as articulam em 
aplicações diferentes dentro da mesma situação o que parece dever-se ao uso acrítico das 
fórmulas. (Kaput, 1999). Por exemplo, usam a expressão algébrica, do perímetro de um 
triângulo escaleno qualquer, para calcular o seu valor sabendo um dos lados, mas não a usam 
sabendo o resultado do perímetro para calcular o valor de um dos lados.  
Na procura de regularidades com padrões, Rui e Rute seguem uma estratégia numérica, 
por, como referem Freire et al. (2004), envolver apenas o uso de números e operações 
aritméticas. Porém, Rui depois de identificar uma regularidade num padrão, escreve o termo de 
qualquer ordem sem precisar de representar todos os termos que lhe antecedem através de 
uma abordagem a que Stacey (1989) chama de generalização próxima. A observação da 
regularidade, sem recorrer à representação de um caso particular, permite-lhe generalizar 
através de uma estratégia que Steel e Johaning (2004) chamam de Building-Up. Enquanto Rute, 
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para determinar um termo distante, depois de identificar a regularidade, também não escreve 
todos os termos, mas determina um termo distante considerando que está na presença de uma 
relação de proporcionalidade directa, estratégia que Stacey (1989) denomina de Whole-Object. 
Já Sílvia não é capaz de determinar um termo sem determinar todos os que lhe antecedem de 
forma recursiva e também através de uma generalização próxima. Na determinação de um 
termo qualquer a aluna recorre a um múltiplo da diferença entre termos consecutivos, o que 
para Stacey (1989) se trata da aplicação de uma estratégia da Diferença.  
Em situações que envolvem relações gerais entre expressões algébricas, Rute e Rui não 
lêem através da expressão, (Arcavi, 1994), embora Rui o faça em casos simples, e procuram os 
seus resultados gerais com base na concretização das variáveis. Nesta concretização, parecem 
evitar manipular letras e recorrem a operações aritméticas atribuindo valores à variável para 
efectuar verificações, tal como aconteceu no estudo de Lessa (1996), em vez de inferir uma 
relação geral. Foi o que aconteceu, por exemplo, na resolução da equação 
2 3 1
4 6 2
x
x
+
=
+
. Já Sílvia 
manipula e lê a relação através das expressões simbólicas que, segundo Arcavi (1994, 2005), 
lhe permite ter uma visão global dos valores que a variável pode assumir.  
Com o decorrer do estudo e com a natureza das tarefas que foram trabalhadas, Rui, 
Sílvia e Rute denotam capacidade para elaborar enunciados que podem ser respondidos com as 
TIC e onde podem aplicar conceitos que aprendem, como por exemplo se verificou com a 
aplicação da função quadrática a situações do meio em que vivem. Rui ao dar respostas que 
obtém com recurso às TIC, tende, tal como defendem Fiorentini et al. (1993), a corroborá-las 
com procedimentos algébricos mas com a preocupação de lhes dar sentido dentro de um 
determinado contexto: “eu percebi, mas sem efectuar procedimento algébrico, eu gosto sempre 
de confirmar” (E). Rute tende a usar procedimentos algébricos e usar as TIC para os validar. 
Sílvia conjuga as múltiplas ferramentas e rentabiliza as potencialidades das TIC ao escrever os 
resultados que obteve com recurso a estas. Os três alunos manifestaram serem capazes de 
estabelecer relações e de as aplicar a novas situações, partindo de contextos reais, recorrendo 
às múltiplas representações de uma função com compreensão, interpretando fenómenos e 
construindo significados com base na modelação, evidenciando ter desenvolvido um dos 
aspectos do pensamento algébrico (Bednardz et al., 1996; Kieran, 1992). Além disso, Sílvia, 
Rute e Rui reconheceram a utilidade de um modelo e da técnica de regressão para a resolução 
de problemas da vida real, tal como recomenda o NCTM (2007).  
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Em situações de contexto de semi-realidade (Ponte, 2005), os três alunos evidenciam 
mobilizar conhecimentos anteriores (Kaput, 1999), mas revelam dificuldades de natureza 
diferente. Rui procura estabelecer o modelo e ajustá-lo à situação que pretende modelar mas 
nem sempre escolhe o modelo mais ajustado. Já Sílvia e Rute procuram estabelecer a relação 
com base nas informações do enunciado. Sílvia depois de escrever a relação mostra capacidade 
de ajustar o modelo que obteve e generaliza-o à situação que pretende, mas Rute tem 
dificuldades em fazer essa adaptação. Por exemplo, no caso da determinação da expressão que 
modela a forma em ‘V’ do voo dos patos, depois de estabelecer a relação para um dos ramos, 
Rute tem dificuldades em compreender como eliminar parte do ramo relativo às imagens 
negativas. 
Na parte final da intervenção pedagógica, os três alunos usam símbolos algébricos em 
diferentes contextos. Rui parece fazer mais uso deles para, como defendem Schoenfeld e Arcavi 
(1988) e Sfard e Linchevski (1994), aglutinar as ideias de modo a tornar a informação mais fácil 
de compreender e manipular. Sílvia reconhece a utilidade de usar uma letra para representar 
uma quantidade que varia, revelando capacidade para rever os símbolos que usa — “aqui usei 
y , mas tenho que mudar, porque este já é o nome do eixo” (E) — e tenta adaptar a sua escolha 
ao contexto, como sugere Arcavi (1994). Rute usa os símbolos para representar quantidades 
desconhecidas, mas nem sempre consegue estabelecer relações. Por exemplo, esta aluna 
reconhece que “não sei como pôr a expressão, eu sei o que tenho que fazer na máquina, mas 
não sei como escrever” (E). Esta atitude de Rute perante os símbolos parece dever-se à 
capacidade que adquiriu para identificar os procedimentos a realizar, mas de ainda não ser 
capaz de trabalhar em termos simbólicos e generalizar um processo. As suas lacunas em 
conhecimentos matemáticos de anos anteriores — “eu nunca tive uma matemática muito bem 
explicada e a minha professora do ano passado faltava muito, por isso eu não sei fazer muitas 
coisas” (E) — parecem ser a causa desta dificuldade da aluna.  
Após a intervenção pedagógica, Rui e Sílvia manifestam capacidade de generalizar 
processos e relações (Bednarz et al., 1996). Por exemplo, no estudo de padrões, Rui estabelece 
uma lei geral segundo uma estratégia linear do tipo an b+  e Sílvia, mantém uma estratégia 
recursiva (Stacey, 1989). Ambos evidenciam compreender a importância da generalização na 
validação das relações que escrevem para todos os casos. Rui refere que “habituei-me a fazer 
sempre, tentando arranjar uma expressão e os valores só provam um caso” (E) e Sílvia diz que 
“não tem nada a ver, mudei. No início do ano íamos por aquelas fórmulas que estavam 
 182 
estipuladas e não pensávamos por nós, basicamente estávamos a substituir valores, e isso 
mudou, eu agora, é tudo à base de expressões” (E). Quanto a Rute continua a identificar 
inadequadamente uma relação de proporcionalidade directa para determinar um termo distante 
evidenciando considerá-la como uma lei geral para a determinação de um termo de qualquer 
ordem. Rui e Sílvia revelam também ter desenvolvido a capacidade quer para usar relações em 
novas situações, quer para reconhecer a sua utilidade e a vantagem do seu uso na validação de 
resultados gerais. Sílvia diz que “a partir desse modelo conseguimos fazer tudo” (E). Já Rui 
considera que “com valores não conseguia ver todas as situações” (E). 
Embora os três alunos tenham desenvolvido a capacidade de trabalhar com letras, não 
deixaram de inferir algumas relações a partir de casos particulares. Por exemplo, Rui quando o 
faz baseia-se em procedimentos que lhe dão garantia de validar as suas inferências, quer através 
da expressão que escreve, quer através da tecnologia que tem ao seu dispor. Sílvia aplica 
diferentes conhecimentos na resolução do mesmo problema e faz generalizações por observação 
de vários casos particulares (Cañadas & Castro, 2007). Rute tende a fazer extensões, também 
por observação de casos particulares, mas usa um reduzido número de valores (Lessa, 1996). 
 
Síntese. Os três alunos evidenciam ter evoluído em relação aos vários aspectos 
analisados − estabelecer relações, analisar relações e fazer extensão a novas situações − que 
ajudam a perceber como se desenvolveu o seu pensamento algébrico. A capacidade de 
manipularem expressões com letras melhorou, embora, em algumas situações, evidenciem não 
perceber totalmente o seu significado, seguindo um conjunto de processos, numa perspectiva a 
que Lins e Gimenez (1997) chamam “Letrista”. Sílvia, Rui e Rute, apesar de lidarem melhor com 
os símbolos, continuam, algumas vezes, a fazer sínteses das suas observações aritméticas, o 
que para Schoenfeld e Arcavi (1988) pode significar uma fase de transição do pensamento 
aritmético para o algébrico.  
Dos três alunos, Sílvia é a que desenvolve mais aspectos do pensamento algébrico, pois 
procura de imediato seleccionar uma estratégia simbólica e estabelece relações através da 
manipulação de expressões com letras numa perspectiva estrutural da álgebra como defende 
Kieran (1992). Embora, nas generalizações que faz, não recorra exclusivamente a uma 
linguagem simbólica, o que, como defendem Fiorentini et al. (2005b), não significa que não 
apresente um nível satisfatório do pensamento algébrico. Rui já denotava essa preocupação mas 
agora fá-lo com mais consciência e compreensão do sentido do símbolo e da utilidade da lei que 
 183 
estabelece. Com base na actividade que realiza com letras, Rui transforma as expressões e 
apercebe-se do domínio de validade de uma variável. Rute ganhou sensibilidade para o processo 
a seguir e para seleccionar as estratégias a adoptar, mas não é capaz de, em todas as 
situações, usar adequadamente símbolos, ou elaborar correctamente conjecturas que a levem a 
generalizações o que lhe dificulta a extensão a novas situações.  
Neste desenvolvimento dos vários aspectos do pensamento algébrico, embora em níveis 
diferentes como se verificou ao longo do estudo, a resolução de problemas e o uso das TIC 
parecem ter sido importantes quer pelo desafio que criaram quer pelo raciocínio que implicaram. 
Sobretudo as TIC, parecem ter sido cruciais na validação de resultados gerais, quer por permitir 
a visualização, por exemplo de gráficos, quer pela perspectiva dinâmica que conferiram ao 
estudo do conceito de variável. Esta possibilidade de poder alargar as relações a novas situações 
parece ter marcado o percurso dos alunos ao longo das actividades que desenvolveram de tal 
modo que os três salientam a justificação e a generalização de processos como aspectos 
importantes na sua actividade:  
 
Justificar sempre tudo ajudou, porque me fez pensar e melhorar as minhas 
ideias e organizá-las. Houve evolução! (…) Tínhamos sempre uma incógnita, 
tínhamos que descobrir alguma coisa e, quando resolvíamos fazíamos sempre 
expressões e isso tinha a ver com a generalização e, casos de generalização que 
se adaptassem a outras situações. (Sílvia, E) 
As tarefas de generalização (…) levaram-me a descobrir e obrigaram-me a não 
ser tão linear e não usar exemplos para provar as coisas (…) era ir para ir pela 
generalização (…) comecei a generalizar melhor e até gostei, porque ficava logo 
tudo feito e provado, muito mais correcto, matematicamente. A calculadora e 
aquele programa do computador foram muito bons para ver os gráficos e 
perceber se estávamos apensar bem ou mal. (Rui, E) 
A generalização, isso é, por exemplo quando queremos provar alguma coisa, 
não podemos só estar em números. (…) Tínhamos que fazer no geral, arranjar 
uma maneira que conseguíssemos ver que aquilo era igual para todos os casos. 
Acho que a minha capacidade de fazer isso melhorou (…) mas às vezes não 
consigo encontrar a expressão (…) Representar as coisas através de fórmulas, 
letras, variáveis, eu antes não fazia isso (…) agora já sou capaz de ver uma 
expressão e dizer o que aquilo é ou para que serve (…) no início tinha um 
bocado essa dificuldade. (Rute, E) 
 
Dos aspectos do pensamento algébrico analisados os alunos tendem a evidenciar o 
trabalho com letras e aplicação de relações a novas situações. Desta forma, parecem ter 
canalizado as aprendizagens que realizaram quando começaram por estabelecer relações 
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simples, para de seguida partir de relações dadas e inferir novas relações e, no final, escreverem 
uma relação qualquer reconhecendo-lhe a utilidade aplicando-a a novas situações.  
 
7.2.2. Contributo da resolução de problemas e do uso das TIC no 
desenvolvimento do pensamento algébrico 
Como é sugerido por Ponte (2005), a discussão de ideias, resultado da natureza das 
tarefas, leva Rui a rever progressivamente as relações que estabelece. Quanto a Sílvia, esta 
revisão de resultados ocorre mais com base no uso que faz das TIC e que lhe possibilitam 
aceder a um maior número de valores e à visualização gráfica da situação. Rute não demonstra 
preocupação em rever as relações que estabelece, porque, como refere, “como não tenho 
certeza se está certo como é que posso corrigir?” (E). Esta aluna mostra não ter o hábito de 
testar os resultados que obtém o que parece resultar, como refere Kieran (1992), da 
insegurança quando trabalha com estruturas matemáticas. Ao não criticar os seus resultados, 
aceita as relações que estabelece, por vezes inadequadamente, como válidas, o que a leva a não 
reformular as conjecturas iniciais, à semelhança do que se verificou no estudo de Ursini e 
Trigueros (1997). Como Rute revela lacunas na tradução de enunciados, a resolução de 
problemas nem sempre a leva a rever as suas ideias. Para Fiorentini et al. (1993) a actividade 
da resolução de problemas é propícia para que os alunos possam rever e alargar as suas ideias, 
o que para estes autores favorece a construção do pensamento algébrico nos alunos. 
Com o decorrer do estudo, Rui e Sílvia revelam capacidade, como sugere Polya (1986), 
para delinear novas estratégias na resolução de problemas conducentes a relações correctas. 
Por exemplo, Rui para resolver o problema do “Volume das caixas” (Anexo 15) começa por 
procurar a expressão do volume através da regressão quadrática mas abandona esta estratégia 
quando percebe que “isto parecia-me uma parábola, mas não é, vou ter que começar tudo de 
novo e fazer com cálculos” (RAA17). Esta preocupação de rever resultados parece ocorrer mais 
espontaneamente quando os alunos têm a possibilidade de testar as conjecturas com recurso à 
tecnologia. Rui afirma que “com a máquina eu posso ver isto depressa e, nem preciso de fazer 
muito direitinho no caderno até descobrir o que é certo, só depois é que passo” (RAA8). Rute 
começa a compreender que pode usar diferentes estratégias e recorrer a materiais tecnológicos 
quando constata que “podemos usar a máquina para ver valores sem ter que fazer à mão na 
expressão, assim até nem nos engana nas contas” (RAA8). Fonseca (2000) considera, de 
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acordo com os resultados do estudo que realizou com alunos do 10.º ano de escolaridade, que 
os processos são influenciados pelo material didáctico disponível para a realização das tarefas.  
Como apontam Ponte e Canavarro (1997), as TIC podem ser úteis na resolução de 
problemas e na forma como os alunos organizam o seu raciocínio. Relativamente ao uso da 
calculadora, os três alunos realizam cálculos, resultantes de sucessivas concretizações, 
visualizam gráficos e inferem relações acerca da variação dos parâmetros numa expressão, 
atribuindo significado gráfico às relações estabelecidas como defende Amado (2007). Contudo, é 
essencialmente Rui que tira maior partido das ferramentas que tem ao seu dispor fruto da sua 
postura de evitar procedimentos morosos: “eu gosto muito da calculadora gráfica, eu já gostava 
de perceber de tecnologias com computadores, agora acho que isso é bom para me ajudar a 
perceber as matérias sem ter que fazer muitos cálculos e desenhos à mão” (E). 
O recurso à resolução de problemas contextualizados e o uso das TIC pareceu 
influenciar o modo como Rui, Sílvia e Rute generalizam os seus processos e as suas relações, tal 
como indicam Ponte (2005), o NCTM (2007) e Viseu et al. (2009). Os primeiros modelos que 
estabelecem resultam de conceitos que estudaram no tema da geometria. Rui recorre com mais 
frequência à representação de uma variável por meio de uma letra, o que lhe permite generalizar 
os resultados que obtém. Quando reconhece as potencialidades das TIC, na procura de modelos 
procura fazê-lo com base na técnica da regressão. Verifica se os modelos se ajustam à situação 
que está a modelar e com a ajuda das TIC aceita ou refuta o modelo voltando ao início do 
processo definindo novas estratégias, apercebendo-se, como indica Arcavi (1994), que pode 
estabelecer relações simbólicas que expressem determinadas informações. Rui tende a testar as 
suas afirmações mais frequentemente com recurso à calculadora, comparando o resultado 
esperado com o obtido, o que lhe facilita, segundo Ponte e Canavarro (1997), a comunicação 
das suas ideias com maior rigor matemático. Rui e Sílvia apoiam-se na tecnologia e no desafio 
da tarefa para compreender os conceitos à semelhança do que afirmam Fernandes et al. 
(2006). 
Sílvia, por sua vez, testa as suas conjecturas com recurso a modelos que obtém quer 
por regressão, através da calculadora, quer algebricamente. A aluna reconhece que os modelos 
nem sempre representam o problema mas que se ajustam à situação que quer representar — 
“aqui nas temperaturas não passa bem em todos os pontos, mas não faz mal pois não?, isto 
arredondado já dava” (RAA9). A aluna tende a libertar-se da calculadora e identificar diferenças 
entre os resultados da calculadora e os resultados esperados (Bardini et al., 2004). Ao elaborar 
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e aceitar/refutar conjecturas, fazendo uso das TIC, Sílvia ainda recorre com frequência ao uso 
simultâneo de linguagem corrente e linguagem simbólica, o que, segundo Fiorentini et al. 
(1993), é comum verificar-se na actividade dos alunos na transição para o pensamento 
algébrico. Aplica conceitos aprendidos a situações da vida real, e conjuga as ferramentas 
tecnológicas que tem ao seu dispor conferindo validade às suas respostas. Para Viseu et al. 
(2009), o uso da tecnologia incentiva o alunos a aplicar os seus conhecimentos a situações do 
quotidiano e favorece a transição da exploração para a generalização na realização de tarefas.  
Rute ao adquirir destreza de trabalhar com as TIC, o que parece dever-se à interacção 
que desenvolve com o grupo turma e à natureza das tarefas, elabora algumas conjecturas que 
testa recorrendo à técnica da regressão. Partindo de situações reais a aluna revela empenhar-se 
em encontrar relações e procurar atribuir-lhes significado no contexto em que as concebe, o que 
na perspectiva de Fiorentini et al. (1993) favorece a relação entre o pensamento e a linguagem. 
Como, em algumas situações, tem dificuldades de trabalhar com representações simbólicas, a 
aluna opta por justificar o que resulta da análise e relações que estabelece por palavras próprias. 
De acordo com Schoenfeld e Arcavi (1988), esta acção de usar as suas próprias palavras 
favorece a transição da aritmética para a álgebra. 
Com a intervenção pedagógica, os três alunos adquirem mais destreza na manipulação 
dos materiais tecnológicos, quer pela interacção com o seu grupo e com o grupo turma, quer 
pelo reconhecimento do seu contributo na forma como passaram a desenvolver as suas 
actividades matemáticas. Este facto tem implicações na forma como pensam e como estruturam 
as suas estratégias quando procuram regularidades para inferir relações gerais. Como sugere o 
NCTM (2007), as TIC tornam-se numa ferramenta que leva os alunos a aprender matemática 
como co-construtores dos seus saberes.  
 
7.2.3. Perspectivas dos alunos sobre a resolução de problemas e o uso das 
TIC no desenvolvimento do pensamento algébrico 
A resolução de problemas é uma actividade que Sílvia, Rui e Rute consideram, antes da 
intervenção pedagógica, que costumavam efectuar ao longo do seu percurso escolar. Para Rui, a 
actividade de resolução de problemas é um desafio e permite-lhe aplicar os conceitos. Sílvia 
considera que é uma forma de testar os seus conhecimentos. Já para Rute é uma grande 
dificuldade, pois nem sempre consegue interpretar os enunciados e delinear uma estratégia de 
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resolução com sucesso. Os três alunos reconhecem que esta actividade é importante no seu dia-
a-dia mas parecem valorizá-la mais numa perspectiva de abordar conceitos, como é sugerido 
pelo NCTM (2007), do que realizar novas aprendizagens através dela.  
Durante a intervenção pedagógica, os três alunos reconhecem que a resolução de 
problemas tem influência na forma como aprendem e na forma como pensam quando estudam 
Matemática, porque, como sugere Ponte (2005), os problemas seleccionados traduzem 
situações não rotineiras. Rui constata que para além de aplicar conceitos pode, através da 
resolução de problemas, aprender novos conceitos de uma forma mais contextualizada. Sílvia 
mostra valorizar outros aspectos da resolução de problemas, para além da sua função de 
consolidar conhecimentos, tais como envolver-se mais nas actividades das aulas, discutir as 
suas ideias e ponderar várias estratégias de resolução, o que reforça a necessidade do 
conhecimento emergir de problemas e da experiência da sua resolução como sugere o NCTM 
(1991, 2007). Já Rute perspectiva a resolução de problemas como forma de aplicar os conceitos 
que aprende.  
A perspectiva dos alunos relativamente à contribuição da resolução de problemas na sua 
aprendizagem parece ter mudado. Sílvia, Rui e Rute passam a valorizar esta actividade 
considerando a sua aplicabilidade à resolução de problemas do dia-a-dia, através de recolha e 
simulação de dados reais. Nesta valorização, reconhecem a diferença entre trabalhar em 
contexto de realidade e em contexto de semi-realidade, contextos esses referidos por Ponte 
(2005). 
Após a intervenção pedagógica, os três alunos parecem reconhecer que a forma como 
pensaram foi influenciada pelo tipo de problemas que resolveram. Rui considera que esta 
actividade o ajudou a escrever modelos e a estabelecer relações gerais. Sílvia salienta mais a 
possibilidade de experimentar várias estratégias e raciocinar em diferentes contextos. Neste 
trabalho, ambos lidam melhor com as múltiplas representações e tendem a sintetizar as suas 
ideias de forma mais regular, o que faz da resolução de problemas um meio e não num fim para 
aprender matemática, tal como está previsto no Programa de Matemática A (Ministério da 
Educação, 2001). Já para Rute a resolução de problemas ajudou-a a compreender algumas 
relações, inferindo conclusões, que em algumas situações revelou não esperar que fosse 
possível estabelecê-las, e ajudou-a a explicar os seus raciocínios. Segundo a APM (1988), 
aprender com tarefas de carácter mais prático e de níveis cognitivos mais elevados favorece o 
desenvolvimento do pensamento dos alunos.  
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Quanto à tecnologia, Rui, Sílvia e Rute, consideram, antes da intervenção pedagógica, os 
recursos tecnológicos com uma ferramenta de trabalho útil para se libertarem de cálculos 
fastidiosos e procedimentos morosos (Fernandes et al., 2006). Ao longo da intervenção 
pedagógica, a tecnologia torna-se crucial na forma como elaboram conjecturas e as 
aceitam/refutam para fazer generalizações, como defendem Ponte e Canavarro (1997). Assim, 
Rui diz que “deu para perceber como a partir da calculadora podemos resolver um problema e 
com a modelação deu para recolher dados mesmo verdadeiros, que davam para ver a regra 
geral” (E). O aluno destaca a possibilidade da recolha e organização de dados, na procura de 
relações funcionais e a possibilidade de generalizar, à semelhança do que aconteceu no estudo 
de Viseu et al. (2009). Para Sílvia, o uso da calculadora e de outras tecnologias valorizou o rigor 
das construções (Ponte & Canavarro, 1997), porque, como refere, “mesmo para fazermos os 
gráficos precisávamos de saber inserir as coisas na calculadora” (E). Rute, apesar de reconhecer 
que a tecnologia lhe foi útil, mostra centrar-se em aspectos funcionais, dado que, na sua 
perspectiva, “a calculadora foi bom para nos permitir recolher dados da vida real e também 
podíamos desenhar todos os gráficos para cada número que variasse” (E). A aluna denota assim 
valorizar o aspecto dinâmico da tecnologia para a aprendizagem da álgebra, como defendem 
Fontes et al. (2009).   
 
7.3.  Reflexão final 
Ao desempenhar simultaneamente o papel de professora e de investigadora deparei-me 
com alguns dilemas que me “obrigaram” a estar atenta à separação dos papéis ao longo de 
toda a intervenção pedagógica. Por assumir o papel de professora apenas posteriormente à aula 
me debrucei sobre os acontecimentos enquanto investigadora. Embora os resultados deste 
estudo não possam ser generalizáveis, considero que foram positivos para a minha prática 
profissional, para a aprendizagem dos meus alunos e para investigações futuras em educação 
matemática.  
A mim, enquanto professora, possibilitou-me uma reflexão contínua na minha própria 
prática e incentivou-me a seleccionar problemas que desafiassem os alunos a pensar, onde 
vissem a aplicabilidade do que aprendem a situações do seu dia-a-dia, e que contribuíssem para 
o desenvolvimento do objectivo desta investigação e dos objectivos programáticos, como ainda, 
para o meu desenvolvimento profissional. Quanto aos alunos, penso que lhes proporcionou uma 
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visão diferente do ensino da matemática, afastando-se das normas de uma aula tradicional 
baseada na exposição de conteúdos e na mecanização de procedimentos. No geral, considero 
que se tratou de uma experiência marcante para todos — alunos e professora — embora nem 
sempre se tornou fácil desenvolver uma cultura de sala de aula que proporcionasse aos alunos a 
partilha e discussão de ideias de forma sustentada, quer pelos seus conhecimentos, quer pelo 
uso de ferramentas tecnológicas.  
Neste trabalho, a maior dificuldade que senti foi a de gerir o duplo papel de professora e 
investigadora e o de articular todas as actividades com a planificação dos conteúdos, definida 
em grupo disciplinar, e com as datas de avaliação externa relativas aos testes intermédios do 
GAVE. Este facto obrigou-me a reformular o meu plano da intervenção pedagógica, que teve de 
se prolongar até ao 3.º período, influenciando o calendário previsto para o trabalho de campo. 
Era minha intenção registar, durante a realização das actividades e as situações que 
percepcionava, mas nem sempre me foi possível fazê-lo. O elevado número de alunos da turma, 
que exigia um acompanhamento constante, limitou-me em termos de tempo para fazer 
anotações durante a aula. Esta limitação que senti foi, sempre que possível, colmatada com as 
transcrições das discussões das tarefas realizadas nas aulas e com conversas informais com os 
alunos. Assim, procurei não deturpar o sentido do que queriam transmitir com as suas 
intervenções e clarificar a minha percepção acerca da situação que analisava.  
Outro aspecto que considero ter limitado o trabalho que desenvolvi foi o acesso aos 
recursos tecnológicos. A escola em que lecciono, apesar de disponibilizar salas de informática e 
calculadoras gráficas, nem sempre me proporcionou as condições favoráveis para o uso profícuo 
destes materiais. Por questões de ocupação de espaços ou de funcionamento dos recursos 
usados, em algumas das tarefas abdiquei do uso de softwares e procurei potencializar ao 
máximo o uso da calculadora gráfica, uma vez que esta, sendo de uso obrigatório no secundário, 
era o recurso mais acessível. 
A percepção da possibilidade de rentabilizar mais a tecnologia a que os alunos têm 
acesso, nomeadamente a plataforma Moodle, induz à reformulação de estratégias para um uso 
mais profícuo destes materiais. É importante aproveitar a oportunidade de alargar os limites da 
sala e aula e tirar partido das várias dimensões das TIC: averiguar o seu papel centrado numa 
abordagem onde a perspectiva dinâmica possibilite a simulação e manipulação de situações; 
averiguar o seu papel na capacidade de analisar, seleccionar e descobrir conexões entre vários 
tópicos; e averiguar o seu papel na capacidade de expressar ideias, criticar processos e 
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resoluções elaborados e apresentados por outros alunos. As TIC devem funcionar numa 
perspectiva de criação de espaços de discussão de ideias, de partilha de dificuldades e de 
superação de desafios, contribuindo para a concretização mais sistemática de actividades 
promotoras do desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos. 
Sendo a Álgebra uma das formas de comunicar ideias gerais e sendo a argumentação 
matemática uma capacidade transversal, do programa da disciplina de Matemática, considero 
importante desenvolver-se actividades onde os alunos possam comunicar as suas ideias e 
compreender as ideias dos outros, de forma a raciocinar matematicamente. Reconhecendo 
ainda a capacidade de abstracção como uma dificuldade comum a muitos alunos, e que os 
impede de desenvolver uma linguagem própria para expressar as suas ideias, importa pensar 
em formas de promover esse desenvolvimento, criando ambientes de aprendizagem que 
estimulem a imaginação e a criatividade dos alunos envolvendo-os nas actividades que realizam. 
No âmbito do desenvolvimento do pensamento algébrico, seria pertinente averiguar qual a 
influência de uma abordagem do tema das funções, a partir de situações gráficas. Nesta 
abordagem, quer alunos quer professores, devem encontrar situações gráficas que propiciem o 
estudo de um conceito, e a partir delas, elaborar problemas cujas resoluções devem ser 
apresentadas com recurso a diferentes formas de representação. Deve procurar-se averiguar se 
esta forma de encarar os problemas contribuem para a mobilização de conhecimentos de 
natureza numérica, geométrica ou simbólica e consequente desenvolvimento do pensamento 
algébrico. 
Constatando ainda que a noção de variável é um conceito central na aquisição de novos 
conceitos e que as dificuldades em diferenciar e usar a compreensão das letras de acordo com o 
papel que desempenham, perspectiva-se um novo desafio de procurar compreender que tipo de 
tarefas ou estratégias se podem implementar no sentido de clarificar este conceito nos alunos. 
E, qual a influência destas, na compreensão desses papéis e na forma como os alunos usam os 
símbolos e generalizam as relações que escrevem. Parece-me igualmente pertinente analisar de 
que forma o nível do pensamento geométrico dos alunos e a sua capacidade de abstracção, na 
resolução de problemas em geometria, podem influenciar a forma como se desenvolve o 
pensamento algébrico.  
Outro aspecto a considerar é o uso mais frequente do estudo de padrões, embora seja 
uma actividade mais privilegiada nos programas de Matemática até ao ensino secundário. O que 
se verifica é que os alunos do ensino secundário, embora identifiquem regularidades, nem 
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sempre são capazes de as expressar através de linguagem simbólica, gráfica ou mesmo verbal e 
escrita. Neste sentido, desenvolver um trabalho assente em tarefas com padrões para averiguar 
a contribuição do seu estudo no desenvolvimento do pensamento algébrico de alunos do ensino 
secundário. Neste trabalho parece-me adequado averiguar também qual a contribuição da 
criação de padrões, pelos próprios alunos, no desenvolvimento da sua capacidade de generalizar 
relações, na capacidade de interpretar e representar situações em contextos diversos, usando 
progressivamente linguagem e procedimentos algébricos. Mais ainda, averiguar de que forma a 
capacidade para identificar regularidades, propriedades e relações contribuem para o 
desenvolvimento do sentido do número como meio de transição para o desenvolvimento do 
sentido do símbolo. 
No final deste estudo é minha convicção que a sala de aula deve ser um espaço de 
descoberta, onde os alunos possam pensar por si mesmos e serem co-construtores do seu 
conhecimento. Neste espaço a natureza das tarefas, a estratégia delineada, e o uso das 
tecnologias são aliados fortes nas actividades a desenvolver para a  aprendizagem, definindo o 
papel do professor e dos alunos na construção dos conceitos matemáticos e na sua 
aplicabilidade quer ao quotidiano, quer a outras áreas do saber.  
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ANEXOS 
Anexo I 
 Pedido de Autorização ao Director da Escola 
 
Exmº Sr. Director da Escola Secundária D Sancho I 
 
 
Eu, Daniela Maria Costa Rodrigues Nogueira, venho por este meio solicitar autorização 
para concretizar, numa turma de 10.º ano desta escola, o projecto  de Dissertação de Mestrado,  
a desenvolver sob orientação do Doutor Floriano Augusto Veiga Viseu, sob o tema 
“Desenvolvimento do pensamento algébrico em alunos do 10º ano no tema Funções através da 
resolução de problemas com recurso às TIC”. Este projecto integra-se no âmbito do curso de 
Mestrado Mestrado em Ciências da Educação Área de Especialização em Supervisão Pedagógica 
na Educação Matemática, da Universidade do Minho, e tem como objectivo averiguar se a 
resolução de problemas com recurso às TIC promove o desenvolvimento do pensamento 
algébrico no estudo do tema das Funções. No decorrer da investigação as  principais formas de 
recolha de dados para a concretização do projecto serão: 
(i) observação, (ii) diário de bordo, (iii) entrevistas aos alunos objecto de estudos de 
caso, e (iv) trabalhos produzidos pelos alunos, sendo que alguns momentos desta recolha serão 
áudio-gravados. 
Será solicitada autorização aos Encarregados de Educação dos alunos para a 
participação neste projecto de investigação e será salvaguardado o anonimato (quer dos alunos, 
quer da escola). 
Antecipadamente grata pela colaboração e com os melhores cumprimentos, 
 
Pede deferimento, 
 
____________________________ 
(Daniela Nogueira) 
 
 
 
 
 Vila Nova de Famalicão, 16 de Novembro de 2009 
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Anexo II  
 Pedido de Autorização aos Encarregados de Educação 
 
Exm.º (a) Sr.(a) Encarregado(a) de Educação 
 
Eu, Daniela Maria Costa Rodrigues Nogueira, professora de Matemática A da turma 04 do 10.º ano, venho 
por este meio solicitar autorização para a participação/colaboração do seu educando no projecto de Dissertação de 
Mestrado sob o tema “Desenvolvimento do pensamento algébrico em alunos do 10º ano no tema Funções através 
da resolução de problemas com recurso às TIC”. Este projecto integra-se no âmbito do curso de Mestrado Mestrado 
em Ciências da Educação Área de Especialização em Supervisão Pedagógica na Educação Matemática, da 
Universidade do Minho, e tem como objectivo averiguar se a resolução de problemas com recurso às TIC promove o 
desenvolvimento do pensamento algébrico no estudo do tema das Funções. Pretende ser um contributo para a 
compreensão e promoção do desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos, podendo revelar-se uma mais-
valia para os seus participantes. 
Para a concretização do projecto serão utilizados alguns trabalhos produzidos pelos alunos autorizados e 
entrevistas a alguns desses alunos, sendo que alguns momentos serão áudio-gravados. 
Solicito o preenchimento da declaração em anexo e informo, ainda, que em todo o processo será 
salvaguardado o anonimato (quer dos alunos, quer da escola). 
Antecipadamente grata pela colaboração e com os melhores cumprimentos, 
 
A Professora de Matemática, 
____________________________ 
(Daniela Nogueira ) 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
Autorização 
Eu, __________________________________________________, Encarregado de Educação do(a) 
aluno(a) ______________________________________________, n.º ____, da turma ___ do 10.º ano, 
declaro que tomei conhecimento dos objectivos do projecto de Dissertação de Mestrado sob o tema 
“Desenvolvimento do pensamento algébrico em alunos do 10º ano no tema Funções através da resolução de 
problemas com recurso às TIC” e da necessidade de alguns momentos da recolha de dados serem áudio-gravados; 
e __________________________ (autorizo/não autorizo) a participação do meu educando, com a salvaguarda 
do respectivo anonimato. 
 
O(a) Encarregado(a) de Educação 
_______________________________________________________________ 
                                                                                                      
                                                                                                        ___ / 11/ 2009 
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Anexo III  
  Questionário 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fevereiro de 2010 
 
 
Questionário 
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Caro(a) aluno(a), 
 
Este questionário insere-se no trabalho de investigação que estou a realizar no âmbito do meu 
estudo para elaborar a minha Tese de Mestrado. O objectivo da minha investigação consiste em 
averiguar se a resolução de problemas com recurso às TIC promove o desenvolvimento do 
pensamento algébrico no estudo do tema das Funções.  
Com este questionário pretendo recolher informação sobre as tuas perspectivas acerca da 
disciplina de Matemática, dos teus métodos de trabalho, do uso de recursos tecnológicos nas 
tuas actividades e das experiências que tiveste em anos anteriores. 
Os dados obtidos serão utilizados apenas para fins de investigação, assegurando-se o anonimato 
e a confidencialidade dos mesmos, pelo que deves responder sem qualquer tipo de receio e com 
a maior seriedade.  
A tua colaboração para responder a todas as perguntas será uma grande ajuda, pelo que 
agradeço, desde já, a tua cooperação. 
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Parte 1 
As afirmações que se seguem exprimem algumas opiniões sobre a disciplina de Matemática. 
Para cada afirmação assinala com um X o grau de concordância que lhe atribuis, 
considerando que todas as opções de resposta utilizam a seguinte escala:  
 
Discordo 
Totalmente  
Discordo 
Parcialmente  
Não tenho 
Opinião  
Concordo  
Parcialmente 
Concordo 
Totalmente  
1  2  3  4  5  
 
Não te esqueças de justificar as tuas escolhas. 
1. Gosto da disciplina de matemática 1 2 3 4 5 
___________________________________________________________________
___________________________________________________________________
___________________________________________________________________ 
2. A matemática é importante na minha vida escolar. 1 2 3 4 5 
___________________________________________________________________
___________________________________________________________________
___________________________________________________________________ 
3. A matemática é importante no meu dia-a-dia. 1 2 3 4 5 
___________________________________________________________________
___________________________________________________________________
___________________________________________________________________ 
4. As dificuldades enumeradas que tu mais costumas ter na disciplina de matemática são:  
  Perceber as matérias 
  Aplicar os conteúdos aprendidos 
  Perceber os enunciados 
  Fazer cálculos  
  Resolver problemas 
  Outras. Quais? ___________________________________________________ 
___________________________________________________________________ 
5. Que classificação obtiveste no 9.ºano à disciplina de matemática? _____________ 
6. Que classificação obtiveste no exame nacional de Matemática de 9º ano? _____________ 
7. Quando tens dificuldades na disciplina de Matemática como as ultrapassas? 
  Recorro ao professor 
  Recorro a livros e a apontamentos 
  Recorro a irmãos mais velhos 
  Recorro a explicações 
  Recorro a pesquisas na net 
  De outra forma. Qual? _______________________________________________ 
___________________________________________________________________ 
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8. Descreve dois exemplos marcantes, positivos ou negativos, do teu percurso a 
Matemática ao longo da tua vida escolar. 
Exemplo 1: 
___________________________________________________________________
_________________________________________________________________ 
___________________________________________________________________
__________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________ 
 
Exemplo 2: 
___________________________________________________________________
________________________________________________________________ 
___________________________________________________________________
__________________________________________________________________ 
__________________________________________________________________ 
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Parte 2 
As afirmações que se seguem exprimem algumas opiniões sobre os teus métodos de trabalho e 
de estudo. Para cada afirmação assinala com um X o grau de concordância que lhe atribuis, 
considerando que todas as opções de resposta utilizam a seguinte escala:  
 
Discordo  
Totalmente  
Discordo 
Parcialmente  
Não tenho 
Opinião  
Concordo  
Parcialmente 
Concordo 
Totalmente  
1  2  3  4  5  
 
Não te esqueças de justificar as tuas escolhas. 
 
1. Gosto de trabalhar em grupo nas aulas de matemática. 1 2 3 4 5 
Indica duas vantagens de trabalhar em grupo: 
__________________________________________________________________
__________________________________________________________________ 
 
Indica duas desvantagens de trabalhar em grupo: 
__________________________________________________________________
__________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________ 
 
2. Gosto de resolver exercícios na aula de matemática 1 2 3 4 5 
__________________________________________________________________
__________________________________________________________________
__________________________________________________________________ 
 
3. Gosto de resolver problemas na aula de matemática 1 2 3 4 5 
__________________________________________________________________
__________________________________________________________________
__________________________________________________________________ 
 
4. Gosto de realizar tarefas de investigação aula de 
matemática 
1 2 3 4 5 
__________________________________________________________________
__________________________________________________________________
__________________________________________________________________ 
 
5. A resolução de problemas é importante na minha 
aprendizagem. 
1 2 3 4 5 
__________________________________________________________________
__________________________________________________________________
__________________________________________________________________ 
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6. A resolução de problemas é importante no meu dia-a-dia. 1 2 3 4 5 
__________________________________________________________________
__________________________________________________________________
__________________________________________________________________ 
 
Parte 3 
As questões que se seguem são sobre o tipo de recursos tecnológicos que utilizas teus métodos 
de trabalho e de estudo.  
1. Costumas usar materiais tecnológicos nas aulas de Matemática? Para quê? 
___________________________________________________________________
___________________________________________________________________ 
___________________________________________________________________
_________________________________________________________________ 
2. Que tipo de materiais tecnológicos costumas usar para estudar Matemática fora da sala de 
aula? Para quê? 
___________________________________________________________________
___________________________________________________________________ 
___________________________________________________________________
___________________________________________________________________ 
3. Indica algumas vantagens do uso das tecnologias na tua aprendizagem? 
___________________________________________________________________
___________________________________________________________________ 
___________________________________________________________________
___________________________________________________________________ 
4. Indica algumas desvantagens do uso das tecnologias na tua aprendizagem? 
___________________________________________________________________
___________________________________________________________________ 
___________________________________________________________________
___________________________________________________________________ 
 
 
 
 
Obrigada. 
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Anexo IV  
  Teste  
 
 
 
Tema: pensamento algébrico 
Data: _______________ 
Nome: ________________________________________________________________ 
 
1. Os três lados de um triângulo têm diferentes comprimentos. O segundo lado tem mais três 
centímetros que o primeiro e o terceiro lado mede o dobro do primeiro lado. 
a) Como podes representar o perímetro deste triângulo? 
 
 
 
b) Qual é o perímetro do triângulo se o primeiro lado medir 10 cm? 
 
 
 
c) Se o perímetro for de 31 cm, qual é a medida de cada um dos lados do triângulo? 
 
 
 
 
 
2. Numa escola há seis vezes mais alunos do que professores. Referindo por A os alunos e por 
P os professores, escreve uma equação que traduza o problema (não resolver o problema) 
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3. Observa a seguinte sequência: 
 
a) Quantos pontos terá a 5.ª figura? Explica como pensaste. 
 
 
 
 
 
 
b) Quantos pontos terá a 30.ª figura? Apresenta o teu raciocínio. 
 
 
 
 
 
 
 
4. Observa os gráficos e para cada um deles explica a relação que existe entre os valores de x e 
de y.  
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5. Observa as expressões seguintes e explica em cada caso o papel que desempenha cada uma 
das letras utilizadas. 
 
a) A c l= ×                                       b) 3n +                              c) 1 24a + =  
d) 2x , x ∈                                    e) ( )a b c ab ac+ = +           f) 2n , n ∈  
g) 2 3 4 1x x+ = −  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6. Sem resolveres a equação, diz quantos valores fazem com que 
2
1
64
32
=
+
+
x
x
? Porquê? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7. Se 246 762n − = , 247 ?n − =  
 
 
 
 
8. Esta igualdade x y z x p z+ + = + +  é verdadeira?         
(A) sempre.  
(B) nunca 
(C) às vezes. Quando? 
Justifica a tua opção. 
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9. Encontra o valor da seguinte expressão:  
( )
4 4
2 2( )
z z
c b a c a b
+ =
− −
 
 
 
 
 
 
 
10. Para que valores de x  a expressão 2 2 1x x x x+ < + +   é verdadeira? 
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Anexo V  
  Que número calças?  
 
 
A professora de Matemática da Escola X decidiu oferecer um par de sapatilhas aos 
alunos da turma y que tenham bons resultados na disciplina. Como quer fazer uma surpresa 
procurou averiguar se existe alguma relação entre algumas características físicas dos alunos. No 
entanto, concluiu que era melhor não arriscar e levar os alunos consigo. Que razões a levaram a 
tomar esta decisão? 
 
 
 
 
 
 
 
 
Reflexão crítica: 
 
O que aprendi com esta tarefa? 
______________________________________________________________________
______________________________________________________________________
______________________________________________________________________ 
 
Que dificuldades senti? Como as ultrapassei? 
______________________________________________________________________
______________________________________________________________________
______________________________________________________________________ 
 
Qual foi a contribuição da resolução de problemas na aprendizagem dos conceitos abordados? 
______________________________________________________________________
______________________________________________________________________ 
______________________________________________________________________ 
 
Qual foi a contribuição da resolução de problemas na aprendizagem dos conceitos abordados? 
______________________________________________________________________
______________________________________________________________________ 
______________________________________________________________________ 
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Anexo VI  
 Modelar com o CBR  
 
 
Recorrendo ao CBR e à Calculadora Gráfica vais fazer uma simulação de um viagem. Os 
dados relativos à deslocação dessa viagem vão ser recolhidos e transferidos para a calculadora. 
 
1. Na calculadora, ligada ao ScrenView, vai aparecer um trajecto que tu terás que imitar. 
Testa reproduzir esse trajecto, regista as tuas dificuldades discute as tuas ideias com os teus 
colegas 
 
2. Elabora um enunciado de um problema de “viagens” que possa ser simulado por um 
elemento da turma  
 
3. Partindo do último gráfico relativo a uma das simulações que foi feita, cada grupo 
deve modelar um dos troços do percurso efectuado, relativo a cada um dos segmentos de recta 
que o compõem.  
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Anexo VII 
 Empresa na Bolsa 
 
Parte I 
A variação do valor das acções da empresa EUROFAZ, nos 10 primeiros dias de 
Fevereiro, em relação à média Aritmética dos valores das acções de três empresas A, B e C, do 
mesmo ramo, está representada graficamente na figura. 
 
Imaginem que são representantes da Administração da EUROFAZ e vão analisar a 
situação da empresa. Com base  no contexto do problema, elaborem um relatório que apresente 
a vossa interpretação tende em conta os valores que consideraram relevantes. 
 
Parte II 
Complementem o estudo desta situação dando resposta às questões colocadas na 
Actividade 3, página 28, do vosso manual. 
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Reflexão crítica: 
 
O que aprendi com esta tarefa? 
______________________________________________________________________
______________________________________________________________________
______________________________________________________________________ 
 
Que dificuldades senti? Como as ultrapassei? 
______________________________________________________________________
______________________________________________________________________
______________________________________________________________________ 
 
 
 
Qual foi a contribuição da resolução de problemas na aprendizagem dos conceitos abordados? 
______________________________________________________________________
______________________________________________________________________ 
______________________________________________________________________ 
 
Qual foi a contribuição da resolução de problemas na aprendizagem dos conceitos abordados? 
______________________________________________________________________
______________________________________________________________________ 
______________________________________________________________________ 
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Anexo VIII 
 Análise de um gráfico da vida real 
 
 
Escolhe uma revista da actualidade e selecciona uma informação que seja apresentada 
através de um gráfico. 
Com base na escolha que fizeste, faz uma pequena composição matemática, onde 
expliques a informação que analisas, tendo em conta também os conhecimentos matemáticos 
que já adquiriste.   
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 Anexo IX  
 A mesma área, muitos rectângulos 
 
Considera todos os rectângulos que têm 18 cm2 de área. 
 
1. Apresenta uma tabela que relacione as medidas da largura e do comprimento desses 
rectângulos. 
2. O que acontece à largura do rectângulo se o comprimento passar para o dobro? E o que 
acontece ao comprimento do rectângulo se a largura passar para a terça parte? Que 
outras conclusões podes tirar?    
3. Marca os valores encontrados num referencial. O que observas? 
4. Escreve uma expressão que relacione as dimensões dos rectângulos com área de18 cm2 
5. Existem outros rectângulos com área de 18 cm2 para além dos que encontraste? Justifica 
a tua resposta. 
6. Se o comprimento for 2,4 cm qual é a largura do rectângulo? 
7. Através de uma pequena composição matemática, explica o que acontece ao 
comprimento dos rectângulos quando a largura assume valores muito próximos de 
zero. E o que acontece ao comprimento desses rectângulos quando a largura aumenta 
indefinidamente? 
8. De todos os rectângulos indica as dimensões do que tem perímetro mínimo. 
 
Avaliação da actividade: 
 
Descreve os passos que traduzam a forma como pensaste para resolver esta tarefa. 
______________________________________________________________________
______________________________________________________________________
______________________________________________________________________ 
 
 
Qual foi a contribuição das TIC na aprendizagem dos conceitos abordados? 
______________________________________________________________________
______________________________________________________________________ 
______________________________________________________________________ 
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Anexo X 
 Função Afim 
  
 
1. No dia das Ciências na escola da Maria e da Andreia a professora de Físico-química 
propôs que preparassem um chá quente, que o fossem arrefecendo com pedras de 
gelo e que recolhem-se os dados, com um sensor de temperatura, em graus 
Fahrenheit e Célsius. As duas amigas recolheram 10 amostras e obtiveram os 
seguintes dados: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A professora de Matemática, que foi visitar o laboratório, viu a experiência e lançou-lhes o 
desafio de encontrar a relação que converte as temperaturas de graus Celsius para graus 
Fahrenheit.  
1.1. Da análise da tabela, que tipo de relação te parece haver entre os dados registados?  
1.2. Estabelece a relação que permite a conversão pretendida. A tua conjectura confirma-
se? Justifica a tua resposta. 
1.3. Indica a utilidade da relação que estabeleceste. Apresenta alguns exemplos. 
 
2. Já sabes que a imagem geométrica de qualquer função afim é uma recta não vertical que 
pode ser escrita na forma baxy += . 
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2.1 Considera algumas Funções desta família com diferentes valores de a mas com o 
mesmo valor de b. Regista os dados na seguinte tabela: 
 
varia os valores de  e  
fixa o valor de  
Esboço da representação gráfica da função 
a=     
b=…. 
y=…………….. 
 
 
 
a=     
b=…. 
y=…………….. 
 
 
 
a=     
b=…. 
y=…………….. 
 
 
 
a=     
b=…. 
y=…………….. 
 
 
2.1.1. O que acontece quando  assume valores negativos? 
2.1.2. O que acontece quando  assume valores positivos? 
2.1.3. O que acontece quando  assume o valor zero?  
2.1.4. Escreve a expressão geral da equação quando  é zero e  assume um valor 
qualquer. O que podes concluir? 
 
 223 
3. Considera algumas Funções desta família com diferentes valores de b mas com o mesmo 
valor de a. Regista os dados na seguinte tabela:  
varia os valores de  
e 
fixa o valor de  
Esboço da representação gráfica da função 
a=     
b=…. 
y=…………….. 
 
 
 
a=     
b=…. 
y=…………….. 
 
 
 
a=     
b=…. 
y=…………….. 
 
 
 
a=     
b=…. 
y=…………….. 
 
 
3.1. O que acontece quando  assume valores negativos? 
3.2. O que acontece quando  assume valores positivos? 
3.3. O que acontece quando  assume o valor zero?  
3.4. Escreve a expressão geral da equação quando  é zero e  assume um valor qualquer. 
Explica como pensaste. 
3.5. Qual é a posição relativa das várias rectas quando  varia e  se mantém constante?  
 
Qual foi a contribuição das TIC na aprendizagem dos conceitos abordados? 
______________________________________________________________________
______________________________________________________________________ 
______________________________________________________________________ 
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Anexo XI 
  Imagens em movimento 
 
 
Uma loja de fotografia tem um modelo de uma moldura digital. A moldura tem a forma de uma 
quadrado com 6 cm de lado. Dentro dessa moldura vai-se movendo uma fotografia, também de 
forma quadrada, gerando sequências de quadrados inscritos, dando movimento à imagem 
estática, como sugere a figura que a seguir se apresenta. 
 
A filha da dona da loja, que anda no 10º ano achou interessante aquela situação e decidiu fazer 
um estudo para apresentar à sua professora de Matemática A.   
Para fazer este estudo baseou-se nos seguintes tópicos: 
- limitar os valores para o deslocamento  da fotografia dentro da moldura 
- esboçar um possível gráfico, sem fazer nenhum cálculo, que represente a variação 
da área do quadrado inscrito á medida que o ponto P se desloca 
- estabelecer o modelo matemático que relaciona a área de cada quadrado com o 
deslocamento do ponto P. 
 
Com recurso a uma calculadora gráfica ou a um software dinâmico averigua se o esboço gráfico 
que efectuaste representa a situação pedida. O que verificas? Explica as razões das diferenças 
ou semelhanças entre o teu esboço e a representação gráfica do modelo que encontraste. 
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Anexo XII 
 Influência dos parâmetros 
 
 
 
Como já concluíste através da actividade dos quadrados inscritos toda função quadrática 
pode ser escrita na forma ( ) khxaxf +−= 2)(  e o seu gráfico tem a forma de uma parábola. 
 
1. Recorrendo às potencialidades da tua calculadora explica qual a influência da 
variação dos parâmetros a , h  e k  na forma da parábola resultante.  
 
2. Indica, justificando os valores que a  pode assumir.  
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Anexo XIII 
 O voo dos patos 
 
 
Esta forma de viajar em grupo parece ser importante na economia de energia gasta pelo grupo. 
Quando uma ave dá um impulso com as asas, provoca um fluxo de ar ascendente que é 
aproveitado pela ave que se segue, reduzindo a energia que esta tem de despender. Deste 
modo, só a ave que lidera a formação não tem vantagem imediata, pelo menos até ser 
substituída por uma das outras. 
Observa a fotografia do voo de um grupo de patos, obtida segundo uma direcção perpendicular 
ao plano em que voavam e a figura que melhor a representa.  
 
                     
 
 
 
 
                   Fotografia                                                                Figura 1                                                   
1. Indica a importância de a fotografia ter sido obtida segundo uma direcção perpendicular ao 
plano em que voavam os patos. 
2. Considerando a imagem da figura 1, diz se conheces alguma função cujo gráfico possa ser 
ajustado à posição dos patos? Justifica a tua resposta. 
3. Escolhe um referencial adequado à imagem e desenha-o. Explica o teu procedimento. 
4. Escolha um ponto que sirva para em cada pato referenciar a sua posição. Introduz nas listas 
do Menu STAT as coordenadas dos pontos. (Regista numa tabela os valores que introduzires nas 
listas.) 
5. Define analiticamente a função que melhor se ajuste à posição dos patos. 
6. Introduz a expressão que encontraste no editor de Funções da tua calculadora e verifica se ela 
se ajusta à posição dos patos. 
7. Numa pequena composição descreve o que fizeste e as conclusões a que chegaste  
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Anexo XIV 
  A inclinação e os Postes 
 
 
1. Em dois postes, distanciados 11m um do outro, 
medindo um 8 m e o outro 7m, foram colocadas 
duas cordas esticadas ligando o topo de uma à 
base de outra e vice-versa, tal como é sugerido na 
figura ao lado. 
A que distância do solo as cordas se cruzam? Na resolução explica como procedeste para chegar 
à solução e apresenta os cálculos que efectuaste.  
 
                                                                              
2. Numa pequena composição matemática que inclua esboços de gráficos com pontos 
relevantes, e os procedimentos que usaste apresenta uma possível solução se o terreno for 
inclinado ou irregular?  
  
 
 
 
 
 
 
 
3. Será possível estabelecer uma relação para descobrir esta relação para qualquer tipo de 
terreno? Apresenta o teu raciocínio.  
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Anexo XV 
 Volume das caixas 
  
Considera uma cartolina de 60cm comprimento por 50cm de largura à qual foram 
retirados quadrados de diferentes medidas de lado, conforme sugere a figura. 
 
Para efectuar este estudo utilizaram-se 7 cartolinas de cores diferentes às quais foram 
cortados quadrados de acordo com a seguinte tabela:  
 
Cor da cartolina Lado do quadrado retirado 
Vermelha 6 cm 
Rosa 8 cm 
Verde 9,3 cm 
Preta 10 cm 
Amarela 12 cm 
Azeitona 16 cm 
Azul 20 cm 
 
1. Qual a relação do volume de cada um das caixas? Porquê? 
 
2. Qual o valor do comprimento do lado quadrado para que o volume seja máximo? 
Justifica. 
 
3. Qual o comprimento do lado do quadrado para que o volume da caixa seja superior a 
500 cm3? Explica como procedeste. 
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Anexo XVI 
 À procura de parábolas  
 
  
Em muitas situações da vida real, o modelo matemático que melhor descreve a relação entre 
duas variáveis é uma função quadrática. Será que na localidade em que vives encontras 
situações que se relacionem com a função quadrática? Pesquisa e aplica os conhecimentos que 
adquiriste. 
  
   
 Tarefa 1: Procura na localidade onde vives situações da vida real representadas com formas 
semelhantes a uma parábola. Fotografa essas situações e formula um problema a que possas 
responder com o modelo que vais encontrar.   
  
  
Tarefa 2: Recorrendo a um software dinâmico, ou a outro recurso qualquer, explora as 
fotografias  por ti  recolhidas de modo a elaborar uma composição matemática que te permita 
responder ao problema que formulaste. 
  
  
Sê criativo na aplicação dos teus conhecimentos  e apresenta as tuas formas de pensar. 
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Anexo XVII  
 Vinho do Porto 
 
O Sr. Silva, produtor de Vinho do Porto, todos os anos produz vinho 
de excelente qualidade misturando vinhos velhos (com cerca de duas 
ou mais décadas) com vinhos jovens (com menos de uma década). 
Por exemplo, o Sr. Silva, ao juntar 200 litros de vinho com 18 anos a 
300 litros de vinho jovem, com apenas 8 anos, obtém 500 litros de 
vinho que classifica como Vinho do Porto com 12 anos. 
O Sr. Silva efectua os cálculos seguintes: 
200 18 8 300 1
200 300
× + ×
=
+
  
ou  
200 18 8 300 12(200 300)× + × = +  
 
1. Seguindo a regra anterior, juntou-se o vinho de uma pipa de 600 litros, que estava em 
envelhecimento há 35 anos, a um vinho jovem com 12 anos. Qual deve ser a quantidade de 
vinho jovem a misturar, para obter um Vinho do Porto com 20 anos? 
2. O Sr. Silva vai misturar um vinho jovem, de 10 anos, com um vinho velho de 40 anos, para 
obter um Vinho do Porto com cerca de 30 anos. Qual é a relação entre a quantidade de vinho 
envelhecido e a de vinho jovem que o Sr. Silva deve misturar? Explica a tua resposta. 
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Anexo XVIII  
  Área e Perímetro de Triângulos Equiláteros 
  
 
O triângulo da figura 1 é equilátero. Na figura 2, o triângulo foi dividido em 16 triângulos 
equiláteros iguais e na figura 3 em 13 triângulos equiláteros. 
 
1. Observa o triângulo da figura 1 e o triângulo sombreado da figura 2. Escreve uma expressão 
que relacione: 
1.1 os comprimentos dos lados dos triângulos; 
1.2 as áreas dos triângulos; 
1.3 os perímetros dos triângulos. 
 
2. Compara o triângulo da figura 1 e o triângulo riscado da figura 3. Escreve uma expressão que 
relacione: 
2.1 os comprimentos dos lados dos triângulos; 
2.2 as áreas dos triângulos; 
2.3 os perímetros dos triângulos. 
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Anexo XIX  
  Valores Coincidentes 
 
 
Na maioria dos países da Europa, a temperatura é indicada na escala 
Célsius (º centígrados). No norte da Europa e nos Estados Unidos, utiliza-
se a escala Fahrenheit (º fahrenheit).  
A conversão de graus Celsius (C) para graus Fahrenheit (F) é feita 
utilizando, por exemplo, a seguinte fórmula: 
F=1,8C+32 
 
 
1. Qual é o valor da temperatura, em graus Célsius, correspondente a 
0ºF? 
 
 
1. Existe uma temperatura que é expressa pelo mesmo valor nas duas escalas. Qual é esse 
valor? Apresenta o teu raciocínio ou os cálculos que efectuares. 
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Anexo XX  
  Guião da Entrevista  
Data: 
 
Ao longo deste tempo de trabalho realizámos algumas tarefas, como por exemplo a tarefa dos 
“Sapatos”, a imitação do gráfico com os sensores de movimento, a análise do gráfico da 
“Empresa na Bolsa”, análise de um gráfico da vida real, de uma revista ou jornal, “muitos 
rectângulos a mesma área”, a regressão entre as temperaturas em graus Celcius e Fargneiht, o 
aplet do GSP para estudar o efeito da variação dos parâmetros das Funções afim e quadrática 
na sua imagem gráfica, a tarefa dos quadrados inscritos, o voo dos patos, problemas propostos 
pelo GAVE, a tarefa dos postes, o trabalho de grupo sobre parábolas, a tarefa do volume das 
caixas, entre todos os outros exercícios e problemas que realizámos. 
 
Q1: Das tarefas que realizaste qual ou quais destacas mais positivamente? Porquê? 
 
Q2: Das tarefas que realizaste qual ou quais destacas menos positivamente? Porquê? 
 
Q3: Na realização das tarefas que te foram propostas o que destacas nas estratégias que 
desenvolveste? Porquê? 
 
Q4: da estratégia delineada para o ensino-aprendizagem do tema das Funções indica três 
aspectos que mais gostaste. Porquê? E que menos gostaste? Porquê? 
 
Q5: Qual foi para ti a contribuição do trabalho de grupo para a aprendizagem do tema das 
Funções? Porquê? 
 
Q6: Qual foi para ti a contribuição dos recursos tecnológicos na aprendizagem do tema das 
Funções? O que te permitiram, esses recursos, fazer de uma forma mais eficiente que o uso de 
papel e lápis? Porquê? 
 
 
Depois deste estudo que fizeste gostava que realizasses mais algumas tarefas para podermos 
conversar um pouco sobre a forma como pensas.  
 
Tarefas a desenvolver:  
 
T1. 
a) Escreve um número qualquer. Multiplica-o por três e soma-lhe 5. 
 
b) Escreve o mesmo número. Soma-lhe 5 e multiplica por 3. 
 
c) Verifica que os dois resultados diferem de 10 unidades. Porquê? 
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d) Mostra que este resultado acontece para qualquer valor que escolhas. 
 
 
T2. 
De quantas maneiras se pode reescrever 2 3x +  como soma de duas ou mais 
quantidades, usando o símbolo x  e apenas números inteiros? 
T3.   
De quantas maneiras se pode rescrever 330x  , como produto de quantidades, usando o 
símbolo x  e apenas números inteiros positivos? 
T4.  
Qual é a diferença entre y x=  e | |y x= ? Agora esboça o gráfico de | 2 |y x= − , o gráfico 
de | | 3y x= +  e o gráfico de | 4 | 1y x= − −  sem recorreres à calculadora.  
 
T5. 
Como já sabes, em Álgebra as letras têm diferentes significados. Considera a equação 
y ax b= + , o que representam estas quatro letras? As quatros letras representam 
variáveis? Porquê? 
 
T6. 
Supõe que 5(3 1) 10z − =  
Então 
3 1 ?
2
z −
=  
 
T7. 
 Resolve 4 2 5x x− = − +  graficamente sem efectuar qualquer procedimento algébrico. 
 
 
T8. 
 
O gráfico dado representa a relação entre a velocidade e 
o tempo para dois automóveis. Considera que os 
automóveis iniciam o seu percurso na mesma posição e 
que viajam na mesma direcção. 
a) Estabelece a relação entre a posição do automóvel A e 
a posição do automóvel B para 1t =  hora. Explica. 
 
b) Estabelece a relação entre a velocidade do automóvel A e a velocidade do automóvel B para 
1t =  hora. Explica. 
c) Estabelece a relação entre a aceleração do automóvel A e a aceleração do automóvel B para 
1t =  hora. Explica. 
 
v 
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d) Qual a relação entre as posições dos dois automóveis durante o intervalo de tempo entre 
0,75t = horas e 1t =  hora? (Isto é, um dos automóveis está a afastar-se do outro?) Explica.  
T9. 
Um voo do aeroporto das Lages, na Ilha Terceira, para o aeroporto Francisco Sá Carneiro, no 
Porto, é obrigado a dar várias voltas sobre este antes de ser autorizado a aterrar. Constrói o 
gráfico da distância percorrida pelo avião, a partir da ilha terceira, em função do tempo que 
decorreu desde a descolagem até à aterragem.  
 
T10. 
Comenta a afirmação: “existe um valor a  ∈   tal que ( ) 3 21 (3 3)a x ax a x a+ + + + +  é um 
polinómio do 2º grau completo.”  
 
T11. 
Com uma folha A4, consegue-se construir dois cilindros diferentes. Qual pensas ser a relação 
entre os seus volumes? Explica apresentando o teu raciocínio. 
 
T12. 
 
Dobra uma folha de papel de modo que o canto superior esquerdo toque o lado inferior da 
folha, tal como mostra a figura:  
 
Qual é o triangulo de maior área que se forma no canto inferior esquerdo da folha? Justifica 
a tua resposta. 
 
Questões finais: 
1 - Qual das questões consideraste mais difícil? Porquê? 
2 - Em qual das questões te sentiste mais à vontade? Porquê? 
3 - Quando podes escolher um modo de resolução de um problema, optas pelo modo gráfico ou 
analítico? Porquê? 
4 - Na resolução de problemas em que situações usas mais a tua calculadora? Porquê? 
5 - Achas que a calculadora gráfica te ajudou a compreender as Funções? Porquê? 
6 - Tens dificuldade em trabalhar com a calculadora gráfica? Se sim em que aspectos? 
7 - Da estratégia seguida no estudo do tema das Funções, se repetisses a experiência, o que 
sugerias de diferente? 
8. Consideras que a estratégia delineadas poderia ser aplicada no estudo de outros temas? 
Porquê? 
